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Abschnitt I. - Einleitende
Betrachtungen.

8. 1. Stationare Stromungen in der Ebene als
Deutung der Functionen von x + iy.

Die physikalische Deutung der Functionen vonr- iy, mit wel-
cher wir im Folgenden zu arbeiten haben, istin ihren Grundlagen
wohlbekannt, nur der Vollstandigkeit halber missen letztere
kurz zur Sprache gebracht werden.

Seiw = u +iv, z = x + iy, w = f(z). Dann hat man vor
allen Dingen:

ou Ov ou ov

_— = — _— = —— 1
or Oy Oy Ox @)
und hieraus:
0%u  O%u
922 + a—yz =0 (2)
sowie furv:

! Sej insbesondere auf die Darstellung verwiesen, welche Maxwell in sei-
nem Treatise on Electricity and Magnetisme (Cambridge 1873) gegeben hat.
Dieselbe entspricht, was anschauungsmassige Behandlung angeht, genau den
Gesichtspuncten, die auch ich im Texte verfolge.
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v 0%
922 + aE 0. (3)
Hier wird man nuru alsGeschwindigkeitspotentidieuten, so

dassg—u, % die Componenten der Geschwindigkeit sind, mit der
x Oy

eine Flussigkeit parallel zuX'Y -Ebene stromt. Wir mégen uns
diese Flussigkeit zwischen zwei Ebenen eingeschlossen denken,
die parallel zurX'Y-Ebene verlaufen, oder auch uns vorstellen,
dass die Flissigkeit als unendlich dinne, tbrigens gleichférmi-
ge Membran Uber deKY-Ebene ausgebreitet sei. Dann sagt
die Gleichung (2)--und dies ist der Kern unserer physikalischen
Deutung--, dass unsere Stromung eitegionareist. Die Curven

u = Const. heissen di&iveaucurven wahrend die Curven

v = Const., die vermdge (1) den ersteren Uberall rechtwinkelig
begegnen, diStrémungscurveabgeben.

Bei dieser Vorstellungsweise ist es zunachst natirlich vollig
gleichgiltig, wie beschaffen wir uns die stromende Flussig-
keit denken wollen. Inzwischen wird es in der Folge vielfach
zweckmassig sein, dieselbe mit dextektrischen Fluidunzu
identificiren. Es wird dann n&mlich mit dem elektrostatischen
Potential, welches die Stromung hervorruft, proportional, und
die experimentelle Physik gibt uns mannigfache Mittel an die
Hand, um zahlreiche Stromungszustande, die uns interessiren,
thatsachlich zu realisiren.

Die Stromung selbst wird tbrigens ungeandert bleiben, wenn
wir u durchweg um eine Constante vermehren: es sind nur die

. . . ou 0O . . .
leferentlalquotlentena—u, a—u welche unmittelbar in Evidenz
z Yy

treten. Das Analoge gilt vor; so dass die Function + iv,
welche wir physikalisch deuten, durch diese Deutung nur bis auf
eine additive Constante bestimmt ist, was im Folgenden wohl zu
beachten ist.

Sodann bemerke man noch, dass die Gleichungen (1)-(3) unge-
andert bestehen bleiben, wenn nuadurchv, v durch—u ersetzt.



Dementsprechend erhalten wir einen zweiten Stromungszustand,
beiwelchenvdas Geschwindigkeitspotential abgibt und die Cur-
venu = Const. die Stromungscurven sind. Derselbe reprasentirt
in dem oben erlauterten Sinne die Functior ui. ES ist haufig
zweckmassig, diese neue Stromung neben der urspriinglichen
zu betrachten, bei welchardas Geschwindigkeitspotential war;
wir wollen dann der Kiirze halber varonjugirtenStrémungen
sprechen. Die Benennung ist zwar etwas ungenau, weilisich

v verhélt, wiev zu (—u); sie wird aber fur spater ausreichen.

Diese ganze Erlauterung bezieht sich, gleich den Differential-
gleichungen (1)-(3), zuvérderst nur auf einen solchen (Ubrigens
beliebigen)Theilder Ebene, in welchem+ iv eindeutig ist und
wederu + iv, noch einer seiner Differentialquotienten unendlich
wird. Um den entsprechenden physikalischen Vorgang deutlich
zu Ubersehen, hat man sich also vorab einen solchen Bereich
abzugranzen und durch geeignete Vorrichtungen an der Grgomzg
dafur zu sorgen, dass der im Inneren des Gebietes eingeleitete
stationare Bewegungszustand ungehindert fortdauern kann.

In einem so umgranzten Gebiete werden diejenigen Pupcte
unsere besondere Aufmerksamkeit auf sich ziehen, fiir welche

. , . d : .
der leferentlalquotlentd—w verschwindet. Ich will der Allge-

meinheit wegen gleich annehmen, dass aue% d — 3 -
[e%

bis hin zud—w gleich Null sein mégen. Um uber den Verlauf

der vaeaucurven oder auch der Stromungscurven, in der Nahe
eines solchen Punctes Aufschluss zu erhalten, entwickele man
w in eine nach Potenzen vor — zg) fortschreitende Reihe.
Dieselbe bringt hinter dem constanten Gliede unmittelbar ein
Glied mit(z — z9)®*!. Durch Einfiihrung von Polarcoordinaten
schliesst man hieraudass sich im Punctg) (a+1) Curvenu =
Const. unter resp. gleichen Winkeln kreuzen, wéahrend ebensoviel
Curvenv = Const. als Halbirungslinien der genannten Winkel
auftreten Ich werde einen solchen Punct dementsprechend einen
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Kreuzungspunchennen, und zwar einelkreuzungspunct von
der Multiplicitat a.

Die folgende (selbstverstandlich nur schematische) Figur mag
dieses Vorkommniss fiev = 2 erlautern und namentlich ver-
stéandlich machen, wie sich ein Kreuzungspunct in das Orthogo-
nalsystem einfiigt, welches tibrigens von den CuwvenConst.,

v = Const. gebildet wird:

Figur 1.

Die Stromungscurvem = Const. erscheinen in der Figur
ausgezogen und die Stromungsrichtungen auf ihnen durch bei-
[004] gesetzte Pfeilspitzen angegeben; die Niveaucurven sind durch
Punctirung angedeutet. Man sieht, wie die Flissigkeit von drei
Seiten auf den Kreuzungspunct zustromt, um ebenfalls nach drei



Seiten von demselben abzustromen. Diess wird nur dadurch
maoglich, dass die Geschwindigkeit der Strémung im Kreuzungs-
punkte gleich Null wird (dass sich die Flussigkeit in demselben
staut, wie man nach Analogie bekannter Vorkommnisse sa-
gen konnte). In der That ist ja die Geschwindigkeit durch

ou\? ou\? b
(2" (2, gegeten.
Es ist weiterhin vortheilhaft, den Kreuzungspunkt von der
Multiplicitat o als Granzfall vomx einfachen Kreuzungspuncten

aufzufassen. Dass diess zuldssig ist, zeigt die analytische Be-
handlung. Dennim-fachen Kreuzungspunkte hat die Gleichung

d . . .
o 0 einea-fache Wurzel, und eine solche entsteht, wie man

wéiss, durch Zusammenricken vaneinfachen Wurzeln. Im
Uebrigen mdgen folgende Figuren diese Auffassung erlautern:

Ich habe in denselben der Einfachheit halber nur die Stro-
mungscurven angegeben. Linker Hand erblickt man denselben
Kreuzungspunct von der Multiplicitdt Zwei, auf den sich Figur
1 bezieht. Rechter Hand liegt eine Strémung vor, welche dicht
bei einander zwei einfache Kreuzungspuncte aufweist. Man er-
kennt, wie der eine Strémungszustand aus dem anderen durch
continuirliche Aenderung hervorgeht.

Bei dieser Erlauterung wurde stillschweigend vorausgesetzt,
dass das Gebiet, in welchem wir den Strdmungszustand (b}
trachten, sich nicht in's Unendliche erstrecke. Es hat allerdings
keinerlei principielle Schwierigkeit, den Punet= co ebenso
in Betracht zu ziehen, wie irgend einen anderen Punst z.

An Stelle der Reihenentwickelung nach Potenzen won z

. . . 1
hat dann in bekannter Weise eine solche nach Potenzen-von

zu treten. Man wird von einem-fachen Kreuzungspuncte bei

z = oo sprechen, wenn diese Entwickelung hinter dem constan-
a+1

ten Gliede sofort einen Term miit— bringt. Aber es scheint
z

Uberflussig, die geometrischen Verhaltnisse, welche diesen Vor-
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Figur 3.
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kommnissen bei unserer Stromung entsprechen, ausfihrlicher zu
schildern. Denn wir werden spéater Mittel und Wege kennen ler-
nen, um die Sonderstellung des Werthes oo, wie sie uns hier
entgegentritt, ein fir allemal zu beseitigen. Ebendesshalb wird
der Punctz: = oo in den néchstfolgenden Paragraphen (8. 2-4)
bei Seite gelassen, trotzdem er auch dort, wenn man vollstandig
sein wollte, besonders in Betracht gezogen werden musste.

8. 2. Berlicksichtigung der
Unendlichkeitspuncte von w = f(z).

Wir wollen nunmehr auch solche Punctg in unser Gebiet
hereinnehmen, in denen = f(z) unendlich gross wird. Dabei
schranken wir indess die unbegréanzte Reihe der Mdglichkeiten,
welche in dieser Richtung vorliegt, mit Rucksicht auf die speci-
elle von uns allein zu studierende Functionsclasse bedeutend ein.

Wir wollen verlangendass der Differentialquotientﬂ keine

wesentlich singulére Stelle besitzen solller, was dasselbe ist,
wir wollen festsetzengass w nur so unendlich werden darf, wie
ein Ausdruck der folgenden Form

Ay n As N A,
z—z20 (2= 20)? (z —20)"’

Alog (z — 2z0) +

unterv eine bestimmte endliche Zahl verstanden

Entsprechend den verschiedenen Formen, die dieser Ausdruck
darbietet, sagen wir, dass sich bek z; verschiedene Unstetig-
keiten Uberlagern: eilogarithmischertUnendlichkeitspunct, ein
algebraischerUnendlichkeitspunct von der Multiplicitat Eins,
u. s. f. Wir werden der Einfachheit halber hier jedes dieser
Vorkommnisse flr sich betrachten, worauf es eine nitzliche



Uebung sein wird, sich in einzelnen Fallen das Resultat der
Ueberlagerung deutlich zu machen.

Sei z = zg zuvorderst einogarithmischerUnendlichkeits-
punct. Wir haben dann:

w = log (2 — 29) + Co + C1 (2 — 20) + Caz — 20)* + - -

Hier ist A diejenige Grdsse, welche man, raitr multiplicirt,
nach Cauchy alfResiduumdes logarithmischen Unendlich-
keitspunctes bezeichnet, eine Benennung, die im Folgenden
gelegentlich angewandt werden soll. Fir die Strdbmung in der
N&ahe des Unstetigkeitspunctes ist es von priméarer Wichtigkeit,
ob Areell ist oder rein imaginar, oder endlich complex. Offenbar
kann man den dritten Fall als eine Ueberlagerung der beiden
ersten auffassen. Wir wollen daher auch ihn bei Seite lassen
und haben uns somit nur mit zwei getrennten Méglichkeiten zu
beschaftigen.

1) WennA reell ist, so werde”y = a + ib gesetzt. Man hat
dann in erster Annaherung fir= v + iv, z — zg = re'?:

u=A-logr+a, v=Ap+b.

Die Curvenu = Const. umgeben also den Unendlichkeits-
punct in Gestalt kleiner Kreise; die Curven= Const. laufen,
den wechselnden Werthen verentsprechend, in allen Richtun-
gen auf den Unendlichkeitspunct zu. Wir haben eine Bewegung,
bei welcherz = z; eine Quelle von einer gewissen positiven
oder negativen Ergiebigkeit vorstelltUm diese Ergiebigkeit
zu berechnen, multipliciren wir das Bogenelement eines klei-
nen mit dem Radius um den Unstetigkeitspunct beschriebenen
Kreises mit der zugehdrigen Geschwindigkeit und integriren
den so gewonnenen Ausdruck langs der Kreisperipherie. Da
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2 2
Ou + Ou in erster Annéherung mi? und dieses
Ox dy r

A .
mit — zusammenfallt, so kommt;
T

2w
/ é-7“d<,0:2A71'
0

r

als Werth der ErgiebigkeiDie Ergiebigkeit ist also gleich dem
Residuum, getheilt durch i; sie ist positiv oder negativ je nach
dem Werthe von A

2) Sei zweiteng\ rein imaginar, gleiciA. Dann kommt unter
Beibehaltung der Gbrigen Bezeichnungen in erster Annaherung:

u=—A-p+a, v=A-logr+b.

Die Rollen der Curven, = Const.,v = Const. sind also
geradezu vertauscht. Die Niveaucurven verlaufen jetzt nach
allen Richtungen vorr = z, aus, wahrend die Stromungscur-
ven den Unendlichkeitspunct in kleinen Kreisen umgeben. Die
Flussigkeitwirbelt auf letzteren Curven um den Punct= zg
herum. Ich will den Punct dementsprechend als eMérbel-
punctbezeichnen. Sinn und Intensitat des Wirbels werden durch
A gemessen. Da die Geschwindigkeit

G ()

in erster Anndherung gleic “ wird, so findet die Wirbelbewe-

gung bei positiven\ im Sinﬁe des Uhrzeigers, bei negativem
A in entgegengesetztem Sinne statfir mégen die Intensitat
des Wirbels gleict2Ar setzen, sie ist dann dem Residuum des
betreffenden Unendlichkeitspunctes negativ gleich.
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Uebrigens kdénnen wir sagen, indem wir uns der Definition
conjugirter Strémungen, wie sie im vorigen Paragraphen gege-
ben wurde, mit der ihr anhaftenden Unbestimmtheit erinnern:
Hat eine von zwei conjugirten Stromungen bhei z; eine
Quelle von einer gewissen Ergiebigkeit, so hat die andere dort
einen Wirbelpunct von gleicher oder entgegengesetzt gleicher
Intensitat

Wir betrachten ferner dialgebraischenUnstetigkeitspunc-
te. Bei ihnen ist der Verlauf der Stromung seinem allgemei-
nen Charakter nach davon unabhangig, ob das erste Glied der
Reihenentwickelung einen reellen, imagindren oder complexen
Coefficienten hat. Sei zuvorderst:

A
Z— 20

w =

+Co+Ci(z—20)+---

so wird in erster Anndherung fitr— zo = re’?, A; = pe'?:

w—Cy = g{cos(w—cp)—i-isinw—%@)}

Betrachten wir zuvdrderst den reellen Theil rechter Han[(<):10.8
Wennr sehr Klein ist, so kanft cos (¢» — ) durch geschickte
Wahl von ¢ doch noch jedenrbeliebigen vorgegebenen Werth
vorstellen. Die Function u nimmt also in unmittelbarer Nahe
der Unstetigkeitsstelle noch jeden Werth Zor ndheren Orien-
tirung denken wir uns einen Augenblickind ¢ als unbegrénzte
Veranderliche, setzen also

]

g cos (1) — p) = Const.

Wir erhalten dann ein Bischel von Kreisen, welche alle die
feste Richtungpy = ¢ + § berthren. Die Kreise sind um so
kleiner, je grosser der absolute Betrag von Const. genommen
wird. In &hnlicher Weise verlaufen daher die Curwen- Const.
in der Nahe der Unstetigkeitsstelle. Insbesondere haben sie
fur sehr grosse positive oder negative Werthe von Const. die
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Gestalt kleiner, geschlossener, kreisdhnlicher Oweli€ir den
imaginaren Theil des Ausdrucks rechter Hand und also die Cur-
venv = Const. gilt eine &hnliche Discussion. Der Unterschied
ist nur der, dass jetzt die Richtung = ¢ von allen Curven
berthrt wird. Hiernach wird die folgende Figur, in welcher die
Niveaucurven wieder punctirt, die Strémungscurven ausgezogen
sind, verstandlich sein:

Figur 4.

Die analoge Discussion liefert vomfachen algebraischen
Unstetigkeitspuncte die erforderliche Anschauung. Ich will hier
nur das Resultat anfihredede Curve, = Const. laufty-mal
durch den Unstetigkeitspunct hindurch, indem sie der Reihe nach
v feste, gleich stark gegen einander geneigte Tangenten berihrt.
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Analog die Curvery = Const. Filr sehr grosse (positive oder
negative) Werthe der Constante sind beiderlei Curven in unnfib9]
telbarer Nahre der Unstetigkeitsstelle geschlosdein gebe zur
Veranschaulichung eine Figur filr= 2:

Figur 5.

Man wird vermuthen, dass diese héheren Vorkommnisse aus
den niederen durch Granzibergang entstehen mégen. Ich ver-
schiebe die betreffende Erlauterung bis zum folgenden Paragra-
phen, wo uns eine bestimmte Functionsclasse die erforderlichen
Anschauungen mit Leichtigkeit vermitteln wird.
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8. 3. Rationale Functionen und ihre
Integrale. Entstehung hoherer
Unendlichkeitspuncte aus niederen.

Die entwickelten Satze genigen, um den Gesammtverlauf sol-
cher Functionen zu veranschaulichen, die, tbrigens in der ganzen
Ebene eindeutig, keine anderen Unendlichkeitspuncte aufwei-
sen, als die eben betrachteten. Es sind diess, wie man weiss,
die rationalen Functionen und ihre Integral®hne ausgefiihrte
Zeichnungen zu geben, stelle ich hier die Satze, welche man bei
ihnen betreffs der Kreuzungspuncte und Unendlichkeitspuncte
findet, in knapper Form zusammen. Ich beschranke mich dabei,
aus dem oben angegebenen Grunde, auf solche Falle, in denen
z = oo keinerlei ausgezeichnete Rolle spielt. Die hierin liegende
Beschréankung wird hinterher, wie bereits angedeutet, von selbst
in Wegfall kommen.

1) Die rationale Function, welche wir zu betrachten haben,
stellt sich in der Form dar:

_ #(2)
P(z)’

wo ¢ und ) ganze Functionen desselben Grades sind, die ohne
gemeinsamen Theiler angenommen werden kdnnen. Ist dieser
Grad dern'® und z&ahlt man jeden algebraischen Unendlich-
keitspunct so oft, als seine Multiplicitat anzeigt, so erhalt man,
den Wurzeln von) = 0 entsprechend) algebraische Unstetig-
keitspuncte. Die Kreuzungspuncte sind dutgh — o’ = 0,
eine Gleichung(2n — 2)*" Grades, gegebenDie Gesammt-
multiplicitat der Kreuzungspuncte ist al€m — 2, wobei man
aber beachten muss, dass jedfache Wurzel von) = 0 eine
(v — 1)-fache Wurzel vony/ = 0 ist und also jeder-fache
Unendlichkeitspunct der Function fiw — 1) Kreuzungspuncte
mitzahit.
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2) Soll das Integral einer rationalen Function

D(z)

v [5G
flr 2 = oo endlich bleiben, so muss der Grad vbrm zwei Ein-
heiten kleiner sein als der Grad vin ® und ¥ sollen dabei ohne
gemeinsamen Theiler angenommen werden. Dann liéfeft0
die freien Kreuzungspungtd. h. diejenigen Kreuzungspuncte,
welche nicht mit Unendlichkeitspuncten zusammenfallen. Die
Wurzeln von¥ = 0 geben die Unendlichkeitspuncte des Inte-
grals. Und zwar entspricht der einfachen Wurzel vibn= 0
ein logarithmischer Unendlichkeitspunct, der Doppelwurzel ein
Unendlichkeitspunct, der im Allgemeinen die Ueberlagerung ei-
nes logarithmischen Unstetigkeitspunctes mit einem einfachen
algebraischen sein wird, etdVenn man dementsprechend je-
den Unendlichkeitspunct so oft zahlt, als die Multiplicitat des
entsprechenden Factors i betrégt, so ist die Gesammtmulti-
plicitat der Kreuzungspuncte um zwei Einheiten geringer als die
der UnendlichkeitspuncteUebrigens sei noch an den bekann-
ten Satz erinnert, dass die Summe der logarithmischen Residua
sammtlicher Unstetigkeitspuncte gleich Null ist.--

Das Vorstehende gibt uns eine zweifache Mdglichkeit, um
hohere Unstetigkeitspuncte aus niederen entstehen zu lassen.
Wir kdnnen einmal--und diess ist flr uns das Wichtigste--vom
Integral der rationalen Function ausgehen. Bei ihm entsteht ein
v-facher algebraischer Unstetigkeitspunct, wenn 1 Factoren
von ¥ einander gleich werdemyenn alsav + 1 logarithmische
Unstetigkeitspuncte in geeigneter Weise zusammenriiékan
bei ist deutlich, dass die Residuensumme der letzteren gleich
Null sein muss, wenn der entstehende Unendlichkeitspunct [eim
rein algebraischer sein soll. Die folgenden beiden Figuren, in
denen nur die Strémungscurven angegeben sind, erlautern den
betreffenden Granzibergang fir den einfachen algebraischen
Unstetigkeitspunct der Figur (4):
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Fig. 6.
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Ich habe dabei die Anordnung in doppelter Weise getroffen,
so dass linker Hand zwei Quellenpuncte, rechter Hand zwei
Wirbelpuncte einander nahe gertickt scheinen und Figur 4 als
Ubereinstimmendes Resultat des Granziberganges in beiden Fal-
len erscheint. In derselben Beziehung stehen die folgenden
beiden Zeichnungen zu Figur 5:

Fig. 8.

Die zweite Moglichkeit flr das Entstehen hdéherer Unendlich-

keitsstellen aus niederen bietet die Betrachtung der rationalen

Function . selbst. Logarithmische Unendlichkeitsstellen blei-

ben dabei ausgeschlossdber v-fache algebraische Unstetig-
keitspunct entsteht jetzt awseinfachen algebraischen Unste-
tigkeitspunctenindem namlichv einfache lineare Factoren von
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1 zu einemv-fachen zusammenriicken mussétber zugleich
vereinigt sich mit ihnen eine Anzahl von Kreuzungspuncten, de-
ren Gesammtmultiplicitdty — 1) betréagt Dennyy’ — i)’ =0
erhalt, wie schon bemerkt, in demselben Augenblickeyvden
v-fachen Factor bekommt, einén — 1)-fachen Factor. Die fol-
gende Figur erlautert in diesem Sinne das Entstehen des in Figur
5 abgeleiteten zweifachen algebraischen Unendlichkeitspunctes:

A

\

Fig. 10.

Es ist natlrlich leicht, diese beiden Arten des Granzibergan-
ges unter eine allgemeinere gemeinsam zu subsumiren. Wenn
manv + p+ 1 logarithmische Unendlichkeitspuncte undreu-
zungspuncte successive oder gleichzeitig zusammenfallen lasst,
so wird allemal einv-facher algebraischer Unstetigkeitspunct
entstehen. Doch ist hier nicht der Ort, um diese Gedanken weiter
auszufiihren.

8. 4. Realisation der betrachteten
Stromungen auf experimentellem Wege.
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Wir wollen unserer Betrachtung nunmehr eine andere Wendung
geben, indem wir uns fragen, wie diejenigen Bewegungsformen,
die wir jetzt von den rationalen Functionen und ihren Integralen
kennen, physikalisch realisirt werden mégen. Dabei sei es gestat-
tet, von dem Princip dedeberlagerun@usgiebigen Gebrauch zu
machen, so dass es sich nur um Herstellung der allereinfachsten
Bewegungsformen handelt. Aus der Theorie der Partialbriiche
folgt, dass man jede der in Betracht kommenden Functionen aus
einzelnen Bestandtheilen additiv zusammensetzen kann, welche
sich unter einen der folgenden beiden Typen subsumiren:

A

A -log(z — —_—.
g(Z Zo), ((1 — ZO)V
Dalog(z — z9) beiz = oo einen Unstetigkeitspunct hat, was
eine unnothige Besonderheit ist, so wollen wir den ersten Typus
durch den allgemeineren ersetzen:

[013]
und diesen selbst wieder, entsprechend den Erlauterungen des

8. 2, in zwei Bestandtheile zerspalten, indem wir namHKch

% undiB - -log :
zZ—Z1 zZ— 21
gesondert betrachten. Hiernach haben wir im Ganzen dre| Falle

auseinanderzuhalten.

gleich A +iB setzen und nun Alog -

ben wir beizg eine Quelle von der Ergleb|gkth T, be|z1 eine
solche von der Ergiebigkeit2 A 7 anzubringen. Man denke
sich zu dem Zwecke di& Y -Ebene mit einer unendlich diinnen,
gleichférmigen, elektricitatsleitenden Schicht Gberdeckt. Dann
wird die entsprechende Bewegungsform offenbar realisadtem

wir bei zg den einen, bet; den anderen Pol einer galvanischen
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Batterie von zweckmaéssig gewahlter Starke aufsétzbftan

sieht zugleich, wesshalb das Residuum wgrdemjenigen von

z1 entgegengesetzt gleich sein muss: da der Stromungszustand
stationar sein soll, muss an der einen Stelle ebenso viel Elektri-
citét zugefiihrt werden, als an der anderen abstréomt. Derselbe
Grund gilt, wie man sofort erkennt, fiir den entsprechenden
Satz bei beliebig vielen logarithmischen Unendlichkeitspuncten,
wobei allerdings zunéchst nur von den rein imaginédren Thei-
len der betreffenden Residua die Rede ist (welche den von den
Unendlichkeitspunkten ausgehenden Quellenbewegungen ent-
sprechen).

2) Im zweiten Falle (waB - log S gegeben ist) wird die
Z— 21

experimentelle Anordnung etwas schwieriger. Das einfachste
Schema ist dieses, dass manund z; durch eine sich selbst
nicht schneidende Curve verbindetd nun dafir sorgt, dass
diese Curve der Sitz einer constanten elektromotorischen Kraft
sei Es entwickelt sich dann in deXY-Ebene eine Strémung,
welche beizy und z; Wirbelpunkte aufweist, welche Uberall
sonst stetig verlauft, und aus der man durch Integration als zuge-
hériges Geschwindigkeitspotential eine Function findet, welche
bei jeder Umkreisung vor, oderz; um einen gewissen Periodi-
citatsmodul wéachst. Von diesem Geschwindigkeitspotential ist
dabei das nothwendig eindeutige elektrostatische Potential wohl
zu unterscheiden. Die Curve, welcheund z; verbindet, ist fur

das letztere eine Unstetigkeitscurve, und wird eben hierdurch die
Eindeutigkeit des elektrostatischen Potentials erméglicht

2Man vergl. den grundlegenden Aufsatz von Kirchhoff im 64. Bande
von Poggendorff's Annalen: Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes
durch eine Ebene (1845).

% Die Behauptungen des Textes hangen, wie man weiss, auf das Engste mit
der Theorie der sogenannten Doppelbelegungen zusammen, wegen deren man
Helmholtz in Poggendorffs Annalen Bd. 89, p. 224 ff. (Ueber einige Gesetze
der Vertheilung elektrischer Strome in kérperlichen Leitern, 1853) sowie C.

Neumann in dessen Buche: Untersuchungen uber das Logarithmische und
Newton'sche Potential (Leipzig, Teubner, 1877) vergleichen mag.
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II

Fig. 11.

Ich weiss nicht, ob es eine experimentelle Anordnung giebt,
um dieses einfachste Schema zu realisiren. Es scheint, dass man
umstandlicher zu Werke gehen muss. Denken wir zuvérderst
etwa anthermoelektrisché&trome. Wir wollen dieXY-Ebene
zum Theil mit dem Materiale |, zum Theil mit dem Materiale Il
Uiberdecken und die Starke der tiberdeckenden Schichten dabei
so bemessen, dass der specifische Leitungswiderstand Uberall
derselbe sei. Wenn wir dann dafiir sorgen, dass die beiden durch
zg undz; von einander getrennten Theile der Contour, in welcher
die zweierlei Materialien zusammenstossen, beide auf constan-
ten, unter sich verschiedenen Temperaturen gehalten werden, so
wird in der That eine elektrische Strdmung entstehen, wie wir sie
haben wollen. Dabei weist das elektrostatische Potential, nach
den Vorstellungen, die man der Lehre von der Thermoelektricitat
zu Grunde legt, abeidenTheilen der genannten Contour Unste-
tigkeiten auf.--Noch complicirter scheint es, elektrische Strome
zu benutzen, wie sie die gewohnlichen galvanischen Elemente
liefern. Man muss die Ebene dann durch mindestens drei Curven,
welche vonzy nachz; verlaufen, in Theile zerlegen und zwei
dieser Theile mit metallischen Belegen, den dritten mit einem
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[015] feuchten Leiter Gberdecken. Man vergleiche hierzu die Figur 12.
%
17
Vi
2y
Fig. 12.

Durch alle diese Anordnungen hindurch ist von Vorne herein
ersichtlich, dass die beiden bej und z; auftretenden Wir-
belpuncte in der That entgegengesetzt gleiche Intensitat haben
missen. Aus ahnlichen Griinden wird die Gesammtintensitét
sammtlicher Wirbel bei beliebig vielen gegebenen Wirbelpunc-
ten immer gleich Null sein, und ist dadurch der Satz von dem
Verschwinden der Summe aller logarithmischen Residuen, auch
was den reellen Theil dieser Residuen angeht, auf physikalisch
evidente Grunde zuruckgefuhrt.

3) Die Bewegungsformen, welche den algebraischen Typen
ﬁ entsprechen, mégen den Entwickelungen des 8. 3 zu-
folge aus den eben betrachteten durch Grenziibergang gewonnen
werden. Es wird diess natirlich nur mit einer gewissen Anna-
herung geschehen kénnen. Man setze z(:B+ 1) Dréhte, in
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welche die Pole einer galvanischen Batterie auslaufieh bei
einanderauf die XY -Ebene auf. Dann entsteht eine Stromung,
welche in einiger Entfernung von den Drahtenden mit derjenigen
merklich zusammenféallt, welche einem algebraischen Unstetig-
keitspunkte von der Multiplicitat entspricht. Zugleich ergiebt
sich eine Ergdnzung unserer obigen Darstellung. Man wird die
galvanische Batterisehr starknehmen missen, wenn bei der
erwahnten Anordnung noch eine mittlere elektrische Stromung
zu Stande kommen soll. Es entspricht diess dem von analytischer
Seite wohlbekannten Satze, dass die Residua logarithmischer
Unendlichkeitspuncte selbst in's Unendliche wachsen missen,
wenn beim Zusammenfallen der logarithmischen ein algebrai-
scher Unstetigkeitspunkt entstehen soll.--Ich gehe hier in kein
weiteres Detail, da es im Folgenden allein darauf ankommt, dass
auf Grund der Figuren 6-9 das allgemeine Princip verstanden
wird.

8. 5. Uebergang zur Kugelflache,
Stromungen auf beliebigen krummen
Flachen.

Um die unendlich grossen Werthe vbderselben geometrischen
Behandlungsweise zugénglich zu machen, wie die endlichen,
bedient man sich in den Lehrbiichern jetzt allgemeinkigyel-
flache?, welche stereographisch auf digY -Ebene bezogen ist.

4 Nach dem Vorgénge von C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemann's Theo-
rie der Abel'schen Integrale, Leipzig, 1865.--Die Einflihrung der Kugelflache

lauft sozusagen der Ersetzung auturch das Verhaltnis&: zweierVariabler

Z2
parallel, wodurch, wie man weiss, die Behandlung unendlich grosser Werthe
von zauchformal unter die der endlichen Werthe subsumirt wird.
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Man kennt die einfachen geometrischen Beziehungen, welche
bei dieser Abbildung auftretén Man weiss auch zur Geniige,
dass das Unendlich-Weite der Ebene sich in einen bestimmten
Punct der Kugel, den Projectionspunct, zusammenzieht, so dass
es keine symbolische Ausdrucksweise mehr ist, wenn man auf
der Kugel von einem Puncte= oo spricht. Dagegen scheint es
noch immer weniger bekannt zu sein, dass bei dieser Abbildung
die Functionen vor: + iy eine Bedeutung fur die Kugelflache
gewinnen, welche derjenigen, die sie fur die Ebene hatten, genau
analog ist,dass man also in den Entwickelungen der voran-
gehenden Paragraphen statt der Ebene die Kugel gebrauchen
kann, wobei von einer Sonderstellung des Werthesoco von
vorne herein keine Redefstch entwickele hier kurz diejenigen
Satze der Flachentheorie, aus denen diese Behauptung folgt, und
nehme meinen Standpunct dabei gleich so allgemein, dass meine
Darstellung fiir spater anzustellende Betrachtungen ausreicht.
Indem wir FlUssigkeitsbewegungen parallel déi’-Ebene

5 Unter ¢, n, ¢ rechtwinklige Coordinaten verstanden, sei die Gleichung
der Kugelé® +7° + (¢ — 1)® = 1. Projectionspunct sef = 0, n = 0,
¢ = 1, ProjectionsebeneX(Y -Ebene) die gegeniiberliegende Tangentialebene

(die ¢n-Ebene). Dann folgt:

_ z _ Y _ 1
£7m2+y2+1’ T e C73172-1-1/2—1—1'
Bezeichnet man mifs das Bogenelement der Ebene, ahit das entspre-
chende Bogenelement der Kugel, so kommt:

ds
2 + y2 + 1’
eine Formel, welche fur das Folgende insofern besonders wichtig ist, als sie
die Abbildung als eineonformecharakterisirt.

& Man vergleiche hierzu und zu den folgenden Entwickelungen: Beltrami,
Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque; Annali di Matemati-
ca, ser. 2,t. I, p. 329 ff.--Die besondere Bemerkung, dass Oberflachenpotentiale
bei conformer Abbildung ebensolche bleiben, findet sich in den in der Vorrede
citirten Schriften von C. Neumann, Kirchhoff und Tépler, dann auch z. B.
bei Haton de la Goupilliere: Méthodes de transformation en Géométrie et en
Physique Mathématique, Journal de I'Ecole Polytechnique, t. XXV, 1867 (p.

do =
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studirten, haben wir uns bereits gewohnt, die Flissigkeitsschicht,
welche der Betrachtung unterliegt, als unendlich diinn vorauszu-
setzen. In demselben Sinne kann man Flissigkeitsbewegungen
offenbar auf beliebig gegebenen Flachen betrachten. Die Ver-
schiebungen frei ausgespannter Flissigkeitsmembranen in sich,
wie man sie bei den Plateau'schen Versuchen so schon beobach-
ten kann, geben ein anschauliches Beispiel dafir.--Wir werden
versuchen, auch derartige Bewegungen durch ein Potential zu
definiren, und vor allen Dingen fragen, welche Bewandniss es
dann mit den stationédren Bewegungen hat.

Die zweckmassige Verallgemeinerung des Potentialbegriffs
bietet sich unmittelbar. Es se&i eine Function des Ortes auf
der Flache, so denke man sich auf letzterer die Cunven
Const. gezogen. Sodann werde festgesetzt, dass die Flissig-
keitsbewegung auf der Flache in jedem Purddekrechgegen
die hindurchgehende Curve = Const. stattfinden solle, und
zwar mit einer Geschwindigkeit, die, untét das Bogenelement
der zugehdrigen, auf der Flache verlaufenden Normalrichtung

. du . . .
verstanden, glelcl?lE ist. Wir nennen dann, wie in der Ebene,
n

das zur Bewegung gehdrigkeschwindigkeitspotential

Die in solcher Weise definirte Stromung soll nun ebsta-
tiondre sein. Um eine bestimmte Formel zu haben, wollen wir
ein krummliniges Coordinatensystem q auf unserer Flache
annehmen und uns die Form bestimmt denken: [018]

ds’ = E dp®> + 2 F dp dq + G dg¢?, (1)

welche vermoége dieses Coordinatensystems das Bogenelement
auf der Flache annimmt. Dann gibt eine einfache Zwischenbe-
trachtung, welche der in der Ebene ublichen durchaus analog
verlauft, dasal, um eine stationéare Bewegung zu veranlassen,
der folgenden Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen
muss:

169 ff.).
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pdu_ g0 pdu o
P dq op P dp dq
VEG — F? EG—F?
+ =0. )
Op 0q

An diese Differentialgleichung knupft nun eine kurze Ue-
berlegung, welche die volle Analogie mit den auf die Ebene
bezilglichen Resultaten herstellt.

Es ergiebt sich ndmlich aus der Form von (2); dass man neben
jedemu, welches (2) gentigt, eine andere Functoginfiihren
kann,die zu u genau in dem bekannten Reciprocitatsverhaltnis-
se steht In der That, vermoége (2) sind die folgenden beiden
Gleichungen vertraglich:

ou ou

-~ _gpZ=

Qv _—9p g

dp VEG-F?’
) ) (3)

u u

w_ %o Tag.

[ Jq VEG —F?2’

sie definiren eirv bis auf eine nothwendig unbestimmt bleibende
Constante. Aus ihnen aber folgt durch Auflésung:

ov ov

w9 Py

op VEG_-F?’
o (@)

v v

ou_ oy Moy

0q VEG —F2’

und hieraus:
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P00 G g o
P Oq Op 5 Op O0q
VEG — F? VEG — F?
5 + 5 = 0. (5)

so dass einmal sich zuv verhélt, wiev zu —u, und andererseits

v, so gut wieu, der partiellen Differentialgleichung (2) genligto19]
Zugleich haben die Gleichungen (3), bez. (4), die geometrische
Bedeutung, dass die Curvers Const. unds = Const. einander

im Allgemeinen rechtwinkelig schneiden.

Was nun die Behauptung betrifft, die ich hinsichtlich der ste-
reographischen Beziehung der Kugel auf die Ebene zu Eingang
dieses Paragraphen voranstellte, so ist sie ein unmittelbarer Aus-
fluss aus dem Umstandéass die Gleichungef®2)--(5) in E, F,

G homogen von der nullten Dimension sindVenn zwei Fla-
chen conform auf einander bezogen sind und man fuhrt auf ihnen
entsprechende krummlinige Coordinaten ein, so unterscheidet
sich der Ausdruck fir das Bogenelement auf der einen Flache
von dem auf die andere Flache beziglichen nur durch einen
Faktor. Dieser Factor aber fallt aus dem angegebenen Grunde
aus den Gleichungen (2)--(5) einfach heraus. Wir haben also
einen allgemeinen Satz, der die besondere auf Kugel und Ebene
bezligliche, oben ausgesprochene Behauptung als speciellen Fall
umfasst. Indem ich aus, v die Combinatiorn: + iv bilde und
diese alxomplexe Function des Ortes auf der Fladlezeichne,
spricht sich derselbe folgendermassen aus:

Wird eine Flache conform auf eine zweite abgebildet, so
verwandelt sich jede auf ihr existirende complexe Function des
Ortes in eine Function derselben Art auf der zweiten Flache.

Vielleicht ist es nutzlich, ausdriicklich einem Missverstand-
nisse entgegenzutreten, welches hierbei entstehen kénnte. Der-

" Esist librigens nicht schwer, sich auch ohne alle Formel von der Richtigkeit
jener Behauptung Rechenschaft zu geben; man sehe die wiederholt citirten
Arbeiten von C. Neumann und Tdpler.
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selben Functioru + v entspricht eine Flissigkeitsbewegung
auf der einen und auf der anderen Flache; man kbénnte meinen,
dass die eine Bewegung vermdge der Abbildung aus der anderen
hervorgehe. Dies ist natirlich richtig mit Bezug auf den Verlauf
der Stromungscurven und der Niveaucurven, keineswegs aber in
Bezug auf die Geschwindigkeit. Wo das Bogenelement der einen
Flache grosser ist, als das Bogenelement der anderen Flache,
da ist die Geschwindigkeit der Stromung entsprechidather.
Hierin eben liegt es, dass der Werth= oo auf der Kugel
seine singulére Stellung verliert. Fur den Unendlichkeitspunct
der Ebene erweist sich die Geschwindigkeit der Stromung, wie
man sofort sieht, im Allgemeinen als unendlich klein von der
zweiten Ordnung. Sollte der Unendlichkeitspunkt singulér sein,
so wird die Geschwindigkeit dort allemal um zwei Ordnungen
kleiner, als die Geschwindigkeit in einem gleichzubenennenden
Punkt des Endlichen. Man erinnere sich hun der oben (unter dem
Texte) mitgetheilten Formel:

B ds

pECEEEE

welche das Bogenelement der Kugel zum Bogenelement der
Ebene in Beziehung setzt. Hier ist + 32 + 1 eben auch eine
Grosse zweiter Ordnung, und es findet daher beim Uebergange
zur Kugel genaue Compensation statt.

do

8. 6. Zusammenhang der entwickelten
Theorie mit den Functionen eines
complexen Argumentes.

Nun wir die Kugel als Substrat unserer Betrachtungen gewonnen
haben, Gbertragen wir auf sie, was wir in den 88. 3 und 4 betreffs



31

rationaler Functionen und ihrer Integrale haben kennen lernen.
Wir gewinnen dadurch, dass alle friiher aufgestellten Satze auch
fur unendlich grosses und somit ausnahmslos gelten. Um so
interessanter wird es, sich auf der Kugel den Verlauf bestimmter
rationaler Functionen zu tberlegen und tber die Mittel zu ihrer
physikalischen Realisirbarkeit nachzudertkeAber es ist eine [021]
andere wichtige Frage, welche sich bei solchen Untersuchungen
aufdrangt. Die verschiedenen Functionen des Ortes, welche
wir auf der Kugelflache studiren, sind zugleich Functionen des
Argumenteg: + iy. Woher dieser Zusammenhang?

Man wolle vor allen Dingen bemerken, das$ iy selbst eine
complexe Function de®rtes auf unserer Kugel ist; geniligen
dochx undy, fir u undv eingesetzt, den friher (8. 1) fur letz-
tere aufgestellten Differentialgleichungen. So lange man in der
Ebene operirt, kbnnte man denken, dass diese Function vor den
Ubrigen etwas Wesentliches voraus habe; nach dem Uebergange
zur Kugel ist hierzu keine Veranlassung mehr. Und in der That
verallgemeinert sich die Bemerkung, auf die sich unsere Frage

8 Ein besonders Ubersichtliches Beispiel von doch nicht zu elementarem
Charakter gibt didkosaedergleichwngsiehe Mathematische Annalen, Bd.
Xll, p. 502 ff.). Dieselbe lautet, wie man weiss:

(= (220 4+ 1) + 228(2"% — 2%) — 494210)°
172825(210 4+ 1125 — 1)5

ist also (fuirz) eine Gleichung vom sechszigsten Grade. Die Unendlichkeits-
punkte vonw fallen zu je 5 in 12 Punkte zusammen, welche die Ecken eines
Ikosaeders sind, das der Kugel, auf welcher swleuten, einbeschrieben ist.
Den 20 Seitenflachen dieses lkosaeders entsprechend zerlegt sich die Kugel in
20 gleichseitige sphérische Dreiecke. Die Mittelpunkte dieser Dreiecke sind
durchw = o gegeben und stellen ebensoviele Kreuzungspuncte von der Mul-
tiplicitat Zwei fur die Functiorw dar. Hiernach kennt man (unter Einrechnung
der Unendlichkeitspuncte) von deén60 — 2 = 118 Kreuzungspuncten bereits
4-12+42-20 = 88. Die 30 noch fehlenden werden durch die Halbirungspuncte
der 30 Kanten, die jenen 20 sphérischen Dreiecken angehdren, geliefert.

Die beistehende Figur représentirt in schematischer Weise eines jener 20
Dreiecke und auf ihm den Verlauf der Stromungscurven; auf den 19 tbrigen
Dreiecken ist die Sache genau ebenso.
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bezieht, sofort. Wenn; + iv; undwu + iv Functionen vorx + iy

sind, so ist auchu; + iv; eine Function von: + iv Wir haben

also fur Ebene und Kugelflache den allgemeinen S#dzs von
zwei complexen Functionen des Ortes im Sinne der gewdhnlichen
functionentheoretischen Ausdrucksweise jede eine Function der
anderen ist

Wird dieses nun eine besondere Eigenthimlichkeit der ge-
nannten Flachen sein? Sicher wird sich dieselbe auf alle solche
Flachen Ubertragen, die man auf einen Theil der Ebene (oder der
Kugel) conform beziehen kann. Diess folgt aus dem letzten Satze
des vorigen Paragraphen. Ich sage adass dieselbe Eigent-
humlichkeit Uberhaupt allen Flachen zukommbmit implicite
behauptet wird, dass man einen Theil eineliebigerFlache auf
die Ebene oder die Kugelflache conform tbertragen kann.

Der Beweis gestaltet sich unmittelbar, wenn man die Bestand-
teile z, y irgend einer auf einer Flache existirenden complexen
Function des Orteg; + iy, auf der FIache selbst als krummlinige
Coordinaten einfuhrt. Dann missen namlich die Coéfficienten
E, F, G in dem Ausdrucke des Bogenelementes so beschaffen
werden, dass Identitdten entstehen, wenn man in die Gleichungen
(2)-(5) des vorigen Paragraphen filundq und gleichzeitig fur
u undv bez. x undy einfiihrt. Diess bedingt, wie man sofort
ersieht, dass’ = o, F = G wird. Hierdurch aber verwandeln
sich jene Gleichungen in die wohlbekannten:

0?u  0%*u Oou Ov ou v

=+ == =0 — =, — = ———; eftc.

ox?  Oy? ox Oy Oy Ox
Sie gehen also direct in jene Gleichungen Uber, durch welche
man Functionen des Argumentes+ iy) zu definiren pflegt, so
dassu + v in der That eine Function vom + iy wird, was zu
beweisen war.

Zugleich erledigt sich, was hinsichtlich conformer Abbildung

behauptet wurde. Denn ans der Form des Bogenelementes



33

ds® = E(dz* 4 dy*)

folgt unmittelbar, dass unsere Flache dusch iy auf die XY -
Ebene conform Ubertragen wird. Ich will dieses Resultat in etwas
allgemeinerer Form aussprechen, indem ich sage:

Wenn man auf zwei Flachen zwei complexe Functionen des
Ortes kennt, und man bezieht die Flachen so aufeinander, dass
entsprechende Puncte respective gleiche Functionswerthe auf-
weisen, so sind die Flachen conform auf einander bezogen.

Es ist dies die Umkehr des &hnlich lautenden am Schlusse des
vorigen Paragraphen aufgestellten Satzes.

Alle diese Theoreme haben, soweit sie sich auf beliebige
Flachen beziehen, fiir's Erste nur dann einen klaren Sinn, wenn
man seine Aufmerksamkeit auf kleine Stlicke der Flachen be-
schrankt, innerhalb deren die complexen Functionen des Ortes
weder Unendlichkeitspuncte noch Kreuzungspuncte aufweigexs]
Ich habe desshalb gelegentlich auch nur von einem Flélcbibs
gesprochen. Aber es liegt nahe, zu fragen, wie sich die Ver-
héltnisse gestalten, wenn man geschlossene Fléchémer
ganzen Ausdehnurigenutzt. Diese Frage ist mit der weiteren
Ideenentwickelung, die ich im folgenden zu geben habe, auf das
Innigste verknupft; ihr speciell sind die §88. 19--21 des Folgenden
gewidmet.

8. 7. Noch einmal die Stromungen auf der
Kugel. Riemann's allgemeine Fragestellung.

Wir haben nunmehr alle Vorbedingungen, um die Entwickelun-

gen der ersten Paragraphen dieser Einleitung in wesentlich neuer
Weise aufzufassen und uns vermoge dieser Auffassung zu einer
grossen und allgemeinen Fragestellung zu erheben, welche die
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Riemann'schést, und deren Précisirung und Beantwortung den
eigentlichen Gegenstand der gegenwartigen Schrift zu bilden hat.

Das Primare bei der bisherigen Darstellung bildete die Functi-
onvonz+iy. Wir haben dieselbe durch eine stationare Stromung
auf der Kugel gedeutet, und uns bemiiht, Eigenschaften der Func-
tion in solchen der Stromung wieder zu erkennen. Insbesondere
haben uns die rationalen Functionen und ihre Integrale mit einer
einfachen Art von Strémungen bekannt gemacht: es sind die
einférmigenStrémungen, diejenigen, bei denen in jedem Puncte
der Kugel nureine Strémung statt hat. Und zwar sind es unter
der Voraussetzung, dass keine anderen Unstetigkeitspuncte statt
haben, als die in 8. 2 definirten, didlgemeinstereinformigen
Stromungen, welche es auf der Kugel gibt.

Es scheint von Vorneherein méglich, diese ganze Entwicke-
lung umzukehrendas Studium der Strdomungen voranzustellen
und aus ihm erst die Theorie gewisser analytischer Functionen
zu entwickeln Die Frage nach der allgemeinsten in Betracht
kommenden Strémung mag dann vorab durch physikalische
Betrachtungen beantwortet werden; geben uns doch die expe-
rimentellen Anordnungen des 8. 4 zusammen mit dem Princip
der Ueberlagerung das Mittel, um jede derartige Strdomung zu
definiren! Die einzelne Stromung bestimmt uns sodann, von ei-
ner Integrationsconstante abgesehen, eine complexe Function des
Ortes, deren allgemeinen Verlauf wir anschauungsmassig verfol-
gen konnen. Jede solche Function ist eine analytische Function
jeder anderen. Indem wir irgend zwei complexe Functionen
des Ortes zusammenstellen, werden wir zu analytischen Abhan-
gigkeiten hingefihrt, deren Eigenschaften wir von Vorneherein
Uibersehen und die wir erst hinterher, um den Zusammenhang mit
den Betrachtungen der Analysis herzustellen, mit sonst in der
Analysis Ublichen Abhangigkeiten identificiren.

Alles dieses ist so deutlich, dass eine genauere Ausflhrung
hier Uberflissig erscheint, dass wir vielmehr sofort zu der in
Aussicht gestellteVerallgemeinerungchreiten kénnen. Auch
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diese bietet sich auf Grund der bisherigen Entwickelungen fast
mit Nothwendigkeit. Wir werden alle die Fragen, welche wir
gerade hinsichtlich der Kugelflache formulirten, in gleicher Wei-
se aufwerfen kdnnenyenn statt der Kugelflache eine beliebige
geschlossene Flache gegeben Btich auf ihr werden wir ein-
formige Stromungen und also complexe Functionen des Ortes
bestimmen kdnnen, deren Eigenschaften wir anschauungsmassig
erfassen. Die gleichzeitige Betrachtung verschiedener Functio-
nen des Ortes verwandelt hernach die zu gewinnenden Ergeb-
nisse in ebenso viele Lehrsatze der gewdhnlichen Analysis.--Die
Ausfuhrung dieses GedankengangeslistRiemann'sche Theo-

rie; zugleich haben wir die Haupteintheilung, welche bei der
folgenden Exposition derselben zu Grunde zu legen ist.
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Abschnitt Il. - Exposition der
Riemann'schen Theorie.

8. 8. Classification geschlossener Flachen
nach der Zahp.®

Fur unsere Betrachtungen sind selbstverstandlich alle diejeni-
gen geschlossenen Fachen als aequivalent aufzufassen, die sich
durch eindeutige Zuordnung conform auf einander abbilden las-
sen. Denn jede complexe Function des Ortes auf der einen
Flache wird sich bei einer solchen Abbildung in eine ebensolche
Function auf der anderen Flache verwandeln: die analytische
Beziehung also, welche durch das Zusammenbestehen zweier
complexer Functionen auf der einen Flache versinnlicht wird,
bleibt beim Uebergange zur zweiten Flache durchaus ungean-
dert. Wenn man also z. B. (zufolge bekannter Entwickelungen)
das Ellipsoid derart conform auf die Kugel beziehen kann, dass
jedem Puncte desselben ein und nur ein Kugelpunct entspricht,

° Die in diesem Paragraphen gegebene Darstellung weicht von der durch
Riemann selbst gegebenen zumal dadurch ab, dass Flachen mit Randcurven
vorab Uberhaupt nicht in Betracht gezogen werden und also statt der
Querschnitte, die von einem Randpuncte zu einem zweiten laufen, sogenannte
Ruckkehrschnitteur Verwendung gelangen (vgl. C. Neumann, Vorlesungen
Uber Riemann's Theorie der Abel'schen Integrale, p. 291 ff.).
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so heisst diess fur uns, dass das Ellipsoid ebenso geeignet ist, die
rationalen Functionen und ihre Integrale zu reprasentiren, wie
die Kugel.

Um so wichtiger ist es, ein Element kennen zu lernen, welches
nicht nur bei conformer, sondern Uberhauptdiadeutigetm-
gestaltung einer Flache ungeandert erhalten BfeiBs ist diess
das Riemann'sche gie Zahl der Rickkehrschnitte, welche
man auf einer Flache ziehen kann, ohne sie zu zerstlicken. Die
einfachsten Beispiele genligen, um diesen Begriff einzutiben.
Fir die Kugel istp = 0; denn sie zerféllt durch jede auf ihr
verlaufende geschlossene Curve, in zwei getrennte Bereiche. Flr
den gewdhnlichen Ring igi = 1, man kann ihn langs einer,
aber auch nur langs einer, Ubrigens noch sehr willkrlichen, in
sich zurticklaufenden Curve zerschneiden, ohne dass er in Stlicke
zerfallt.

Dass es unmoglich ist, zwei Flachen von verschiedepem
eindeutig auf einander zu beziehen, scheint evider@ompli-
cirter ist es, den umgekehrten Satz zu beweidass namlich die
Gleichheit des p die hinreichende Bedingung fir die Moglichkeit
der eindeutigen Beziehung zweier Flachen abgilth muss

10 Es ist immer nur an Umformung durchtetigeFunctionen gedacht. Ue-
berdies sollen bei den willkiirlichen Flachen des Textes bis auf Weiteres
gewisse besondere Vorkommnisse ausgeschlossen sein. Es ist am Besten,
sich dieselben ohne alle singulare Puncte zu denken; erst spater kommen
Verzweigungspuncte und damit Selbstdurchsetzungen der Flache in Betracht
(8. 13). Die Flachen durfen jedenfalls keideppelfléchersein, bei denen man

von einer Flachenseite durch continuirliches Fortschreiten auf der Flache zur
anderen Flachenseite gelangen kann; man vergleiche indess §. 23. Ueberdiess
wird vorausgesetzt--wie man es immer thut, wenn man sich eine geschlossene

Flache aldertig gegeben denkt--dass die Flache durch eimdlicheZahl von
Schnitten in einfach zusammenhangende Theile zerlegt werden kann.

11 pamit soll keineswegs gesagt sein, dass diese Art geometrischer Evidenz
nicht noch der nédheren Untersuchung bediirftig sei. Man vergleiche die Erlau-
terungen von G. Cantor in Borchardt's Journal, Bd. 84, p. 242 ff. Es bleiben
inzwischen diese Untersuchungen von den Darlegungen des Textes ausge-
schlossen, da es fir letztere Princip ist, auf anschauungsmassige Verhéltnisse
als letzte Begriindung zu recurriren.
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mich, was den Beweis dieses wichtigen Satzes angeht, an dieser
Stelle auf blosse Citate unter dem Texte beschréitkeAuf
Grund desselben ist man berechtigt, bei Untersuchungen tber
geschlossene Flachen, so lange nur allgemeine Lagenverhaltnis-
se in Betracht kommen, flr jedgseinen mdoglichst einfachen
Typus zu Grunde zu legen. In diesem Sinne wollen wir Maon-
malflachensprechen. FiUr quantitative Bestimmungen reichen
die Normalflachen natdrlich in keiner Weise mehr aus; aber sie
bieten auch fir sie ein Mittel zur Orientirung. [027]

Die Normalflache firp = 0 sei die Kugel, furp = 1 der
Ring. Bei hoherenp mag man sich eine Kugel nptAnhangseln
(Handhaben) versehen denken, wie folgende Figumpfis 3
aufweist: (see figure 14)

Eine &hnliche Normalflache ist natirlich auch hei= 1
statthaft, wie Uberhaupt man sich diese Flachen nicht als starr ge-
geben, sondern als beliebiger Verzerrungen fahig denken muss.

Auf diesen Normalflachen mdgen nun gewisdgerschnitte
von denen wir im Folgenden Gebrauch zu machen haben, festge-
legt werden. Beb = 0 kommen dieselben noch nicht in Betracht.
Auf dem Ringep = 1 mag eine \quotedblbase Meridiancurve™
A, verbunden mit einer "Breitencurv®'das Querschnittsystem
bilden:

Allgemein gebrauchen wi2p Querschnitte. Es wird, denke
ich, mit Riicksicht auf die folgende Figur verstéandlich sein, wens)
ich bei der einzelnen Handhabe unserer Normalflache von einer
Meridiancurve und einer Breitencurve rede:

Wir wahlen die2p Querschnitte derart, dass wir um jede der
p Handhaben eine Meridiancurve und eine Breitencurve herum-
legen.Wir wollen diese Querschnitte der Reihe nach it Ao,

... Ap, beziehungsweisB, Bs, ... B, bezeichnen.

12 Man sehe C. Jordan: Sur la déformation des surfaces in Liouville's Journal,
ser. 2, Bd. 11 (1866). Einige Puncte, die mir besonderer Aufklarung zu
bedirfen schienen, sind in den mathematischen Annalen, Bd. VII, p. 529, und
Bd. IX, p. 476, besprochen.
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Fig. 14.



Fig. 16.
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8. 9. Vorlaufige Bestimmung stationarer
Stromungen auf beliebigen Flachen.

Wir haben uns nun mit der Aufgabe zu beschéftigen, auf belie-
bigen (geschlossenen) Flachen die allgemeinsten einférmigen,
stationaren Stromungen mit Geschwindigkeitspotential zu de-
finiren, immer unter der Voraussetzung, dass keine anderen
Unendlichkeitspuncte zugelassen werden sollen, als die in 8. 2
genanntel. Zu dem Zwecke richten wir unsere Ideen auf die
Normalflachen des vorigen Paragraphen und benutzen Gbrigens
wieder Vorstellungen der Elektricitatslehre. Die gegebene Fla-
che denken wir uns mit einem unendlich diinnen gleichférmigen
Ueberzuge einer leitenden Substanz versehen, und wenden zu-
nachst diejenigen experimentellen Mittel an, die uns von §. 3 her
bekannt sind. Wir werden also zuvorderst etwa die beiden Pole
einer galvanischen Batterie auf unsere Flache an zwei beliebigen
Stellen aufsetzen: es entsteht dann eine Strémung, welche diese
beiden Stellen als Quellenpuncte von entgegengesetzt gleicher
Ergiebigkeit besitzt. Wir werden sodann zwei beliebige Puncte
der Flache durch eine oder mehrere, neben einander herlau-
fende, sich selbst nicht schneidende Curven verbinden, welche
der Sitz constanter elektromotorischer Krafte sein sollen,--wobei
man sich alles Dessen erinnern mag, was in 8. 4 betreffs der
dann nothwendig werdenden experimentellen Anordnung gesagt

13 Die Definition dieser Unendlichkeitspuncte bezog sich zundchst nur auf
die Ebene, bez. die Kugel. Aber es ist wohl klar, wie dieselbe auf beliebige
krumme Flachen zu Ubertragen ist: die Verallgemeinerung ist so zu treffen,
dass wir auf die alten Unendlichkeitspuncte zuriickkommen, wenn wir die
Flache und die stationdren Strdomungen auf ihr durch conforme Abbildung auf
die Ebene Ubertragen.--In dieser Beschrankung hinsichtlich der Art der Un-
endlichkeitspuncte liegt auch, wie ich hier nicht ausfuhren kann, dass nur eine
endlicheZahl von Unendlichkeitspuncten bei unseren Strdmungen méglich
ist. Desgleichen folgt aus unseren Pramissen, wie beilaufig hervorgehoben sei,
dass von Kreuzungspuncten bei unseren Strdomungen jedenfalls auch nur eine
endliche Zahl auftritt.
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wurde. Wir erhalten dann eine stationare Bewegung, fur welche
die beiden Puncte Wirbelpuncte von entgegengesetzt gleicher
Intensitat sind.--Wir werden ferner verschiedene solche Bewe-
gungsformen Uberlagern und endlich, wenn es néthig scheint,
getrennte Unendlichkeitspuncte durch Granziibergang zu hohe-
ren Unendlichkeitspuncten zusammenfallen lassen. Alles das
gestaltet sich genau so, wie auf der Kugel, und wir haben also
jedenfalls den folgenden Satz:

Wenn man die Art der Unendlichkeitsstellen nach Anleitung
des§. 2 beschrankt, wenn man ferner daran festhalt, dass die
Summe sadmmtlicher logarithmischer Residua allemal gleich Null
sein muss, so existiren auf unserer Flache complexe Functionen
des Ortes, welche an beliebig gegebenen Stellen in Ubrigens
beliebig gegebener Weise unendlich werden und Uberall sonst
stetig verlaufen.

Mit den so bestimmten Functionen ist nun aber, #ir 0,
die Sache noch keineswegs erschopft. Wir kdbnnen namlich eine
experimentelle Anordnung treffen, fir welche auf der Kugel
noch keinerlei Mdglichkeit gegeben war. Es gibt jetzt auf der
Flache in sich zurticklaufende Curven, vermége deren die Flache
keineswegs in getrennte Bereiche zerlegt wird. Nichts steht im
Wege, dass die Elektricitat von der einen Seite einer solchen
Curve durch die Flache hindurch zur anderen Seite derselben
hinUberstromtWir werden eine solche Curve, oder auch mehre-
re neben einander herlaufende Curven dieser Art ebensogut als
Sitz constanter elektromotorischer Krafte betrachten kénnen, wie
diess ing8. 4mit Curvenziigen geschah, die von einem Endpuncte
zu einem zweiten hinlaufen.

Die Stromungen, welche wir dann erhalten, haben Uberhapgt
keine Unstetigkeiten. Wir werden sie dlberall endliche Stro-
mungenund die zugehdrigen complexen Functionen des Ortes
alsiiberall endliche Functionebezeichnen kdnnen. Diese Func-
tionen sind nothwendig unendlich vieldeutig. Denn sie erhalten
jeweils einen reellen, der angenommenen elektromotorischen
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Kraft proportionalen Periodicitatsmodul, so oft man die gegebe-
ne Curve in demselben Sinne (iberschréitet

Wir fragen, wie mannigfach die so definirten tUberall endli-
chen Strémungen sein mdgen. Offenbar sind zwei auf derselben
Flache verlaufende Curven, als Sitz gleich starker elektromotori-
scher Kréfte betrachtet, fur unseren Zweekjuivalentwenn sie
sich durch stetige Verschiebung tiber die Flache hin zur Deckung
bringen lassen. Verzerrt man eine Curve so, dass Curvenstiicke
auftreten, welche zweimal in entgegengesetzter Richtung durch-
laufen werden, so durfen dieselben einfach weggelassen werden.
In Folge dessen beweist maigss eine jede geschlossene Curve
einer ganzzahligen Combination der Querschnittg B;, wie
diese im vorigen Paragraphen definirt wurden, aequivalent ist

In der That, man verfolge den Weg einer geschlossenen Curve
auf unserer Normalflach& Furp = 1 wird die Richtigkeit unse-
rer Behauptung dann unmittelbar evident. Es gengt, ein Beispiel
zu betrachten, wie es in den vorstehenden Figuren vorliegt.

Die in Figur 17 auf der Ringflache verlaufende Curve ist mit
der anderen, welche rechter Hand gezeichnet ist, durch blosse
Verzerrung zur Deckung zu bringen, sie ist also mit einer drei-
fachen Durchlaufung der Meridiancurge(vergl. Fig. 15) und
einer einfachen Durchlaufung der Breitencu®@equivalent.-

-Sei fernerp > 1. So oft dann unsere Curve Uber eine ger

Handhaben verlauft, kann man ein Stick von ihr abtrennen, das
sich durch blosse Verzerrung in eine ganzzahlige Verbindung der
betreffenden Meridiancurve und der zugehdrigen Breitencurve
verwandeln lasst. Nach Absonderung aller solcher Bestandtheile

14 Ueber die Periodicitat des imagindren Theil's der Function soll hiermit
keinerlei Verfugung getroffen sein. In der That \sbei gegebenem durch

die Differentialgleichungen (1) der pag. 1 bis auf eine additive Constante
vollsténdig bestimmt und es unterliegen also die Periodicitatsmoduln, welche
an den Querschnitted;, B; besitzen mag, keinerlei willkirlicher Festsetzung.

5 Einen anderen Beweis siehe bei C. Jordan: Des contours tracés sur les
surfaces, in Liouville's Journal, ser. 2, Bd. 11 (1866).
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Fig. 18.



a7

bleibt eine geschlossene Curve Ubrig, die sich entweder unmit-
telbar in einen einzelnen Punct der Flache zusammenziehen l&asst
und also jedenfalls keinen Beitrag zur elektrischen Strémung lie-
fert, oder die eine oder mehrere Handhaben véllig umschliesst,
wovon Figur 19 ein Beispiel aufweist:

Fig. 19.

Die Figur 20 erlautert, wie man eine solche Curve durch
Deformation verandern kann. Durch Fortsetzung des hierdurch
angedeuteten Processes verwandelt sie sich in einen Curven-
zug, der aus der inneren Randcurve der betreffenden Handhabe
und einer zugehodrigen Meridiancurve besteht, dessen Stucke
aber beide zweimal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen
werden. Also auch eine solche Curve gibt keinen Beitrag zur
Stromung. Man hatte dieses Ubrigens auch von Vorneherein aus



48 Ueber Riemann's Theorie der Algebraischen Functionen

Fig. 20.
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der Bemerkung ersehen kénnen, dass die jetzt betrachtete Curve,
gleich einer solchen, die sich in einen Punct zusammenzieles
lasst, die gegebene Flache in getrennte Gebiete zerlegt.

Wir erzielen daher durch Heranziehen beliebiger geschlosse-
ner Curven nichimehr, als durch geeignete Benutzung der
Curven 4;, B;. Die allgemeinste Uberall endliche Stromung,
welche wir hervorrufen kdénnen, wird entstehen, wenn wir je-
den der2p Querschnitte zum Trager einer beliebigen constanten
elektromotorischen Kraft machen. Oder anders ausgedrickt:

Die allgemeinste von uns zu construirende Uberall endliche
Function ist diejenige, deren reeller Theil an d&mQuerschnit-
ten beliebig vorgegebene Periodicitatsmoduln aufweist.

8. 10. Die allgemeinste stationdre Strémung.
Beweis fur die Unmoglichkeit anderweitiger
Stromungen.

Wenn wir die verschiedenen im vorigen Paragraphen construir-
ten complexen Functionen des Ortes additiv zusammenflgen,
so erhalten wir eine Function, deren Willkirlichkeit wir so-
fort Ubersehen. Indem wir die Bedingungen, die hinsichtlich
der Unendlichkeitsstellen ein fur allemal vorgeschrieben sind,
nicht noch besonders erwdhnen, kénnen wir sagass unsere
Function an beliebig gegebenen Stellen in beliebig gegebener
Weise unendlich wird und Uberdiess ihr reeller Theil an dgn
Querschnitten beliebig gegebene Periodicitatsmoduln aufweist
Ich sage nungass diess in der That die allgemeinste Function
ist, der auf unserer Flache eine einfdrmige Stromung entspricht
Zum Beweise mogen wir diese Behauptung auf eine einfachere
reduciren. Ist irgend eine complexe Function der in Betracht
kommenden Art auf unserer Flache gegeben, so haben wir
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im Vorhergehenden das Mittel, eine zugehdrige Function zu
construiren, welche an denselben Stellen in derselben Weise
unendlich wird, und deren reeller Theil an den Querschnittgn

B; dieselben Periodicitatsmoduln aufweist, wie der reelle Theil
der gegebenen Function. Die Differenz der beiden Functionen ist
eine neue Function, welche nirgendwo unendlich wird und deren
reeller Theil an den Querschnitten verschwindende Periodici-
tatsmoduln besitzt, welche Uberdiess, wie selbstverstandlich,
wiederum eine einférmige Strémung definiffenbar haben

wir zu beweisen, dass eine solche Function nicht existirt, oder
vielmehr, dass sie sich auf eine Constante reducirt.

Und in der That ist dieser Beweis nicht schwierig. Was eine
Durchfiihrung desselben in strenger Form betrifft, so will ich
mich darauf beschréanken, zu bemerken, dass dieselbe mit Hulfe
des verallgemeinerten Green'schen Satzes gHlin@tie fol-
genden Betrachtungen sollen arischauungsmassigem Wege
dieselbe Unmdglichkeit darthun. Mag man dieselben wegen
der unbestimmten Form, die sie besitzen, vielleicht auch nicht
als zwingend erachtéfy so scheint es doch niitzlich, auch in
dieser Weise den Griinden fiir das Bestehen jenes Theoremes
nachzugehen.

Wir mogen den besonderen Fall= 0 vorweg nehmen und
uns also fragen, wesshalb auf der Kugel eine einférmige, tberall
endliche Strdomung unmdaglich ist. Das Zweckmassigste scheint
es zu sein, den Verlauf der Stromungscurven auf der Kugel
zu verfolgen. Da Unendlichkeitspuncte nicht auftreten sollen,
so kann eine Strémungscurve nicht plétzlich abbrechen, wie
es in einem Quellenpuncte, oder in einem algebraischen Un-
stetigkeitspuncte geschieht. Ueberdiess halte man vor Augen,
dass neben einander herlaufende Strdomungscurven nothwendig

18 \Wegen dieses Satzes siehe Beltrami, 1. c. p. 354.
7 I1ch will Gbrigens daran erinnern, dass man auch den Green'schen Satz
anschauungsmassig begriinden kann. Vgl. Tait, On Green's and allied other
theorems, Edinburgh Transactions, 1869--70, p. 69 ff.
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gleichen Stromungssinn haben. Man erkennt dann, dass nur
zweierlei Arten von nicht abbrechenden Strémungscurven mog-
lich sind. Entweder die Curve windet sich, je langer um so enger,
um einen asymptotischen Punct--dann haben wir wieder einen
Unendlichkeitspunct--, oder die Curve ist geschlossen. Ist aber
eineStromungscurve geschlossen, so sind es die nachstfolgenden
auch. Dabei schliessen sie einen kleineren und kleineren Theil
der Kugelflache ein. Es kann also nicht fehlen, dass man zu
einem Wirbelpuncte, d. h. abermals zu einem Unendlichkeits-
puncte gefuhrt wird. Eine Uberall endliche Strdomung ist also
in der That unmoglich. Allerdings haben wir der Mdéglichkeit
nicht gedacht, die in dem Auftreten von Kreuzungspuncten liegt.
Diese Puncte sind jedenfalls nur, wie oben hervorgehoben, in
endlicher Zahl vorhanden. Es wird also nur eine endliche Zahl
von Stromungscurven geben, welche durch sie hindurchlaufess
Man denke sich die Kugel durch diese Curven in Gebiete zer-
legt und wiederhole innerhalb der einzelnen Gebiete die gerade
angestellten Betrachtungen, wobei sich das friihere Resultat von
Neuem ergeben wird.

Nehmen wir nurp > 0 und legen wieder die Normalflachen
des §. 8 zu Grunde. Dass auf diesen Flachen uberall endli-
che, einférmige Strémungen existiren, liegt nach dem gerade
Gesagten an dem Auftreten der Handhaben. Eine auf der Nor-
malflache gezogene geschlossene Curve, die sich in einen Punct
zusammenziehen lasst, kann ebensowenig, wie eine geschlossene
Curve auf der Kugel, Stromungscurve fir eine Gberall endliche
Stromung sein. Aber auch eine Curve, wie wir sie in Figur (19)
betrachteten, ist nicht zu brauchen. Denn an eine erste solche
Strdmungscurve mussen sich weitere schliessen nach Art der
in Figur (20) dargestellten,--so dass wir zuletzt zu einer Cur-
ve gelangen, deren Theile zweimal in entgegengesetztem Sinne
durchlaufen werden! Die Strémungscurve muss also nothwendig
sich um die eine oder andere HandhAbeumwindenmag diess
ein einfaches Umfassen jener Handhabe sein, oder ein wieder-
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holtes Umkreisen derselben im Sinne der Meridian- oder der
Breitencurven. In allen Fallen Iasst sich von der Stromungscurve
ein Theil abtrennen, der im Sinne des vorigen Paragraphen mit
einer ganzzahligen Combination der betreffenden Meridiancurve
und der zugehérigen Breitencurve aequivalent ist. Nun wachst
u, der reelle Theil der durch die Stromung definirten complexen
Function, fortwahrend, wenn man langs einer Stromungscurve
fortschreitet. Andererseits liefern zwei Curven, welche im Sin-
ne des vorigen Paragraphen aequivalent sind, bei Durchlaufung
nothwendig dieselben Incremente varEs gibt also eine Com-
bination wenigstens einer Meridiancurve und einer Breitencurve,
deren Durchlaufung einen nicht verschwindenden Zuwachs von
u herbeifuhrt. Das Gleiche gilt nothwendig von der betreffenden
Meridiancurve oder der Breitencurve selbst. Der Zuwachs aber,
denu beim Durchlaufender Meridiancurve gewinnt, entspricht
dem Ueberschreiterder Breitencurve, und umgekehrt. Daher
hat u nothwendig wenigstens an einer Breitencurve oder Meri-
diancurve einen nicht verschwindenden Periodicitatsmodul, und
eine Uberall endliche, einférmige Strémung, bei der alle diese
Periodicitatsmoduln gleich Null sind, ist in der That unmaéglich,
w. z.b.w.

8. 11. Erlauterung der Stromungen an
Beispielen.

Es scheint sehr nitzlich, sich Uher den allgemeinen Verlauf der
nunmehr definirten Stromungen an Beispielen zu orientiren, da-
mit n&mlich unsere Sétze nicht blosse abstracte Formulirungen
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bleiben, sondern mit concreten Vorstellungen verbunden wer-
dert®. Es gelingt diess im gegebenen Falle ziemlich leicht,
so lange man sich auf qualitative Verhaltnisse beschrankt; die
genaue quantitative Bestimmung wirde selbstverstandlich ganz
andere Hulfsmittel erfordern. Ich will mich dabei der Ein-
fachheit halber auf solche Flachen beschranken, bei denen eine
Symmetrieebene existirt, die mit der Ebene der Zeichnung zu-
sammenfallt,--und auf diesen Flachen nur solche Strdomungen in
Betracht ziehen, bei denen der scheinbare Umriss der Flache
(d. h. der Schnitt der Flache mit der Zeichnungsebene) entwe-
der Stromungscurve oder Niveaucurve ist. Man hat dann den
wesentlichen Vortheil, dass man die Stromungscurven nur auf
der Vorderseiteder Flache zu zeichnen braucht; denn auf der
Riickseite verlaufen sie genau gerad®so

Beginnen wir mit Gberall endlichen Stromungen auf dem Rijose]
ge p = 1. Wir betrachten zuné&chst eine Breitencurve (oder
mehrere solche Curven) als Sitz der elektromotorischen Kratft.
Dann entsteht die Figur 21, in der alle Stromungscurven Meri-
diancurven sind und Kreuzungspuncte nicht auftreten. Die Meri-
diancurven sind dabei durch Stlcke radial verlaufender gerader
Linien vorgestellt. Die Pfeilspitzen geben die Strémungsrichtung
auf der Vorderseite, auf der Rickseite haben wir durchweg den
umgekehrten Bewegungssinn.

Bei der conjugirten Stromung spielen die Breitencurven die
analoge Rolle, wie soeben die Meridiancurven; dieselbe mag
durch folgende Zeichnung erlautert sein:

18 Eine solche Orientirung ist vermuthlich auch fiir den praktischen Physiker
von hohem Werthe.

19 Derartige Zeichnungen gab ich bereits in dem Aufsdtiber den Verlauf

der Abel'schen Integrale bei den Curven vierten Gradésthematische An-
nalen, Bd. X. Allerdings haben die Riemann'schen Flachen daselbst eine etwas
andere Bedeutung, so dass bei ihnen nur in Gbertragenem Sinne von einer
Flussigkeitsbewegung die Rede sein kann; vergl. die Erlauterungen, welche
darliber in 8. 17 des Nachfolgenden gegeben werden.
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Fig. 21.
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Fig. 22.
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Der Bewegungssinnistin diesem Falle auf Vorder- und Riickseite
derselbe.

Fig. 23.

Wir wollen nun den Ring = 1 dadurch uméandern, dass wir,
etwa auf der rechten Seite der Figur, zwei Ausstllpungen aus
ihm hervorwachsen lassen, die sich allmahlich zusammenbiegen
und schliesslich verschmelzeBo haben wir eine Flache = 2
und auf ihr ein Paar conjugirter Strémungen, wie es die Figuren
23und24 erlautern.

Es haben sich, wie man erkennt, rechter Hand Zreiu-
zungspunctesingestellt (von denen nattrlich nur einer auf der
Vorderseite gelegen und also sichtbar ist). Etwas Analoges tritt
jedesmal ein, wenn man Uberall endliche Strémungen auf einer
Flachep > 1 studirt. Ich setze statt weiterer ErlAuterungen noch
zwei Figuren mit je vier Kreuzungspuncten her, die sich auf
p = 3 beziehen:
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.

Fig. 24.

Dieselben entstehen, wenn man auf sdammtlichen "Handhaben"
der Flache einmal in den Breitencurven, das andere Mal in den
Meridiancurven elektromotorische Krafte wirken lasst. Auf den
beiden unteren Handhaben sind dieselben in gleichem Sinne
orientirt, bei der oberen im entgegengesetzten. Von den Kreu-
zungspuncten liegen zwei bai und b, der dritte beic, der
vierte an der entsprechenden Stelle der Rickseite. Es sind die
Kreuzungspuncte beiundb in Figur (25) nur desshalb schwer
zu erkennen, weil am Rande der Figur bei der von uns gewéahl-
ten Darstellungsweise eine perspectivische Verkurzung eintritt
und daher beide im Kreuzungspuncte zusammentreffende Stro-
mungscurven den Rand zu beriihren scheinen. Denkt man sich
die (in entgegengesetzter Richtung) stattfindenden Strémungen
auf der Rickseite der Flache hinzu, so kann Giber die Natur dieser
Puncte wohl keine Unklarheit bestehen.

Gehen wir nun zum Ringg = 1 zurlick und lassen bei ihm
zwei logarithmische Unstetigkeitspuncte gegeben sein! Man er-
halt zugehorige Figuren, wenn man die Zeichnungen (23) uoed)
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Fig. 26.
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(24) einem Deformationsprocesse unterwirft, der auch in allge-
meineren Féllen ebenso interessant als nitzlich ist. Wir wollen
namlich die Partieen linker Hand in den einzelnen Figuren zu-
sammenziehen, die rechter Hand ausdehnen, so dass wir zunachst
etwa folgende Bilder erhalten:

Fig. 27.

und nun die linker Hand bereits sehr schmal gewordene "Hand-
habe" vollends zur Curve zusammenziehen, um sie dann weg-
zuwerfen. So ist aus der Uberall endlichen Stromung auf der
Flachep = 2 eine Strémung mit zwei logarithmischen Unstetig-
keitspunkten auf der Flache= 1 gewordenDie Figuren haben
namlich folgende Gestalt angenommen:

Die beiden Kreuzungspuncte von (23), (24) sind geblieben;
m und n sind die beiden logarithmischen Unstetigkeitspuncte.
Und zwar sind dieselben im Falle der Figur 29 Wirbelpuncte
von entgegengesetzt gleicher Intensitat, im Falle der Figur 30
Quellenpuncte von entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit. Dabei
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Fig. 28.

ist es wieder eine Folge der von uns gewahlten Projectionsart,
wenn im zweiten Falle sammtliche Stromungscurven, von einer
einzigen abgesehen, mundn den Rand zu bertihren scheinenos9)

Wollen wir endlichm undn zusammenrticken lassen, so dass
ein algebraischer Unstetigkeitspunct von einfacher Multiplicitat
entsteht, so kommen folgende Zeichnungen, bei denen, wie man
beachten mag, die Kreuzungspuncte nach wie vor an ihrer Stelle
geblieben sind:

Ich will diese Figuren nicht noch mehr vervielfaltigen, da
weitere Beispiele nach Art der nunmehr betrachteten leicht zu
bilden sind. Nur der eine Umstand werde noch hervorgehoben.
Die Zahl der Kreuzungspunkte einer Stromung wachst offenbar
mit demp der Flache und mit der Zahl der Unendlichkeitspunk-
te. Algebraische Unendlichkeitspuncte von der Multiplicitéat
mogen algr + 1) logarithmische Unendlichkeitspuncte gezahlt
werden. Dann ist auf der Kugel bgilogarithmischen Unend-
lichkeitspunkten die Anzahl der eigentlichen Kreuzungspunkte
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Fig. 29.
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Fig. 30.
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Fig. 31.
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Fig. 32.
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allgemeing — 2. Andererseits ist mit der Zunahme vgrum

eine Einheit nach unseren Beispielen eine Zunahme der Zahl
der Kreuzungspunkte um zwei Einheiten verbunddiernach

wird man vermuthen, dass die Zahl der Kreuzungspuncte tber-
hauptu + 2p — 2 sein wird. Ein strenger Beweis dieses Satzes
auf Grund der bisher entwickelten Anschauungen hat jedenfalls
keine besondere Schwierigk?@':t er wirde hier aber zu weit
fuhren. Der einzige Specialfall unseres Satzes, den wir spater
gebrauchen werden, ist auf Grund der gewoéhnlichen Untersu-
chungen der Analysis situs bekannt: es handelt sich bei ihm (8.
14) um solche Stromungen, bei denmmareinfache algebraische
Unstetigkeitspuncte vorhanden sind, bei denenzisg- 2p — 2
Kreuzungspuncte auftreten missen.

8. 12. Ueber die Zusammensetzung der
allgemeinsten complexen Function des
Ortes aus einzelnen Summanden.

Der Beweisgang des 8. 10 setzt uns in den Stand, von der allge-
meinsten auf einer Flache existirenden complexen Function des
Ortes uns dadurch eine concretere Vorstellung zu machen, dass
wir dieselbe aus einzelnen Summanden von méglichst einfacher
Eigenschaft additiv zusammensetzen.

Betrachten wir zuvorderstberall endliche~unctionen.

Es seienuy, us, - - - u, Uberall endliche Potentiale. Diesel-
ben mdgerinear abhangigheissen, wenn zwischen ihnen eine
Relation

20 7u einem solchen Beweise scheint vor allen Dingen nothwendig, sich tiber
die verschiedenen Mdglichkeiten klar zu werden, die betreffs der Ueberfihrung
einer gegebenen Flache in die Normalflache des 8. 8 vorliegen.
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ajuy + agug + - -au, = A

mit constanten Coéfficienten besteht. Eine solche Beziehung
liefert entsprechende Gleichungen fiir dieSerien voru Peri-
odicitatsmoduln, welchey, u, - - - , u, an der2p Querschnitten

der Flache besitzen. Umgekehrt wirde, nach dem in 8. 10
bewiesenen Satze, aus solchen Gleichungen zwischen den Pe-
riodicitatsmoduln die lineare Relation zwischen derselbst
hervorgehen. Es ergiebt sich stass man auf mannigfachste
Weise&p linear unabhangige tberall endliche Potentiale

UL, U2, -+, U2p

finden kann, dass sich aber aus ihnen jedes andere Uberall
endliche Potential linear zusammensetzt:

U = a1u1 + agug + - - - + agpugy + A.

In der That kann manu, ua, - - - ug, z. B. derart wahlen,
dass jedes nur an einem d&r Querschnitte einen nicht ver-
schwindenden Periodicitatsmodul besitzt (wobei natirlich jedem
Querschnitte ein und nur ein Potential zugewiesen werden soll).
Hernach kann man i a,u; die Constantem; so bestimmen,
dass dieser Ausdruck an sammtlicRerQuerschnitten dieselben
Periodicitatsmoduln aufweist, wie Dann istu — _ a;u; eine
Constante, und wir haben also die vorstehende Formel.

Um nun von den Potentialen u zu den Uberall endlichen Func-
tionenu + iv Uberzugehen, denke ich mir der Einfachheit halbjes1]
ein solches Coordinatensysteny auf der Flache eingefihrt (8.

6), dassu, v durch die Gleichungen verknipft sind:

du_dv u_ v
oxr Oy’ oy Oz
Sei jetztu; ein beliebiges Uberall endliches Potential. Wir
bilden das zugehdrige und haben:
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u1 undv; sind jedenfalls linear unabhangig.
Denn wenn zwischeny, v; eine Gleichung

ajui + bjv; = Const.

mit constanten Coéfficienten bestiinde, so wirde dieselbe die
folgenden Relationen begriinden:

ouq ovy ouq ovy
+b = +b =
a1+ b =0, a;—— ay oy =0,
aus denen vermdge der angegebenen Beziehungen das widersin-

nige Resultat
ou o dm
oz oy
folgen wirde.

Es sei nun fernets von u; undwv; linear unabhangig. Dann
nehmen wir das zugehérige und haben dann den allgemeineren
Satz:

Die vier Functionenu, us, v1, v9 Sind ebenfalls linear unabhén-
gig.

In der That kénnte man aus jeder linearen Relation:

a1y + asuy + byvy + boyvg = Const.

durch Benutzung der zwischen dernv bestehenden Beziehun-
gen die folgenden Gleichungen ableiten:

ou ov ou
(araz + 6162)87; — (a1by — 61251)(%1 + (a3 + b%)a—; =0,
(aras + b1b2) ay — (a1by — agby) 8y + ( a5 + b3) 9 =0,

aus denen durch Integration eine lineare Abhangigkeit zwischen
u1, vy, uz folgen wirde.--



69

So vorwarts schliessend bekommt man endfiginear un-
abhéangige Potentiale:

U1, V13U, V25" -+ ; Ups Up,

wo jedesv mit dem gleichbezeichnetanzusammengehort. Wir
setzenu,, + iv, = w, und nennen nunmehr dberall endlichpasz)
Functionenwy, wo, ... w, linear unabhangig, wenn zwischen
ihnen keinerlei Relation:

cwi + cows + ... c w, = C

besteht, unteey, ... c,, C beliebige complexe Constanten ver-
standen. Dann haben wir sofort:
Die p uberall endlichen Functionen

w1, W2, ... Wp

sind linear unabhangig.

Wenn namlich eine lineare Abhéngigkeit bestlinde, so konnte
man in ihr das Reelle und Imaginare sondern und erhielte dadurch
lineare Beziehungen zwischen denondv.

Des Weiteren aber folgt:.Jede beliebige Uberall endliche
Function setzt sich aus unseren, ws ... w, in der Form zu-
sammen:

w = ciw + cowa + ... cpwy + C.

In der That kénnen wir durch geeignete Wahl der comple-
xen Constanterey, co,...c, bei der linearen Unabhangigkeit
derwy,...up,v1,...v, erreichen, dass eine durch vorstehende
Formel definirte Functiorw an den2p Querschnitten beliebig
vorgegebene Grdssen als Periodicitatsmoduln des reellen Theils
aufweist.

Diess ist das Theorem, welches wir hinsichtlich der Darstel-
lung tberall endlicher Functionen im gegenwaértigen Paragraphen
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aufzustellen hatten. Der UebergangFunctionen mit Unend-
lichkeitsstellerist nun sehr leicht zu bewerkstelligen.

Es seierty, &2, . .. £, die Punkte, in denen unsere Function in
irgendwie vorgeschriebener Weise unendlich werden soll. Wir
wollen dann einen Hulfspunet einfihren und eine Reihe von
einzelnen Functionen

F,F,...F,

construiren, von denen jede einzelne nur in einem der Puncte
&, und zwar in der fir diesen Punct vorgeschriebenen Weise,
unendlich werden soll und Gberdiessjreinen logarithmischen
Unstetigkeitspunct besitzen mag, dessen Residuum dem, zu dem
betreffendert gehdrigen, logarithmischen Residuum entgegen-
gesetzt gleich kommt. Die Summe

F1+F2+...FM

wird dann iny stetig; denn die Summe aller zu den Unstetigkeits-
punctené gehorigen Residua ist, wie wir wissen, gleich Null.
Ueberdiess wird sie in defiund nur in der¢, dabei in der vor-
geschriebenen Weise unendlich. Sie unterscheidet sich also von
der gesuchten Function nur um eine tberall endliche Function.
Die gesuchte Function ist also in der Gestalt darstellbar:

Fi+F+ - F, + ciwi + cowa + - - - cpwp + C,

womit wir auch das allgemeine hier in Betracht kommende
Theorem gefunden haben.

Dasselbe entspricht offenbar der Zerlegung, welche wir in
8. 4 fur die auf der Kugel existirenden complexen Functionen
betrachteten, und die wir damals, wie man es gewoéhnlich thut,
der Lehre von dePartialbruchzerlegung rationaler Functionen
entnahmen.
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8. 13. Ueber die Vieldeutigkeit unserer
Functionen. Besondere Betrachtung
eindeutiger Functionen.

Die Functionen: + v, welche wir auf unseren Flachen studieren,
sind im Allgemeinen unendlich vieldeutig: denn einmal bringt
jeder logarithmische Unendlichkeitspunct einen Periodicitatsmo-
dul mit sich, andererseits haben wir die Periodicitatsmoduln an
den2p QuerschnittemM;, B;, deren reelle Theile wir willkirlich
annehmen konnten. Ich sage ndass mit diesen Angaben die
Vieldeutigkeit voru + v in der That erschopft isZzum Bewei-

se mussen wir auf den Begriff der Aequivalenz zweier Curven
auf gegebener Flache zurtckgreifen, den wir in 8. 9 zunachst
zu anderem Zwecke einfuhrten. Da die Differentialquotienten
von u und v (oder, was dasselbe ist, die Componenten der
zugehorigen Stromung) auf unserer Flache durchweg eindeutig
sind, so liefern zwei aequivalente geschlossene Curven, welche
durch keinen logarithmischen Unstetigkeitspunkt getrennt sind,
bei Durchlaufung denselben Zuwachs vanwie vonv. Nun
fanden wir aber, dass jede geschlossene Curve mit einer ganz-
zahligen Combination der Querschnittg B; aequivalent ist.
Wir bemerkten ferner (8. 10), dass die Durchlaufung vin
denjenigen Periodicitatsmodul liefert, welcher der Ueberschrei-
tung von B; entspricht, und umgekehrt. Hieraus aber folgt das
ausgesprochene Theorem in bekannter Weise.

Eswird uns nun inshesondere interessiesndeutigg-unctio- [044]
nen des Ortes zu betrachten. Dem Gesagten zufolge werden wir
alle solche Functionen erhalten, wenn wir als Unstetigkeiten nur
reinalgebraischaJnendlichkeitspuncte zulassen und dann daflr
sorgen, dass di@p Periodicitaitsmoduln an den Querschnitten
A;, B; sammtlich verschwinden. Dabei wird es der leichteren
Ausdrucksweise wegen gestattet sein, ginfachealgebraische
Unstetigkeitspuncte in Betracht zu ziehen. Denn wir wissen
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ja aus 8. 3, dass derfache algebraische Unstetigkeitspunct
durch Zusammenriicken van einfachen entstehen kann, wo-
bei Ubrigens, wie man nicht vergessen darf, Kreuzungspuncte
in der Gesammtmultiplicita{r — 1) absorbirt werden. Seien
alsom Puncte als einfache algebraische Unendlichkeitspuncte
der gesuchten Function gegeben. So wollen wir zuerst irgend
m Functionen des Ortes bilded, Z5, - - - Z,,,, von denen jede

nur an einer der gegebenen Stellen einfach algebraisch unendlich
werden soll aber tbrigens beliebig vieldeutig sein mag. Aus die-
senZ setzt sich die allgemeinste complexe Function des Ortes,
welche an den gegebenen Stellen einfache algebraische Unste-
tigkeiten besitzt, dem vorigen Paragraphen zufolge in der Gestalt
zusammen:

a1Z1 + a2y + - - - amZm + crwy + -+ - cpwp + C,

unterai, as, - - - a,, beliebige constante Coéfficienten verstan-
den. Um eine eindeutige Function zu haben, setzen wir die
Periodicitatsmoduln, welche dieser Ausdruck an dgrQuer-
schnitten besitzt, gleich Null. Aber diese Periodicitditsmoduln
setzen sich vermoége der, ¢ aus den Periodicitatsmoduln der
Z,w linear zusammenWir finden also2p lineare homogene
Gleichungen fir dien + p Constanten a und cWir wollen
annehmen, dass diese Gleichungen linear unabhangig*sind

21 Sind sie es nicht, so ist die nachste Folge, dass die Zahl deFnncten
unendlich werdenden eindeutigen Functiomgdsserwird als die im Texte
angegebene. Man kennt die Untersuchungen, welche zumal Roch Uber diese
Mdoglichkeit angestellt hat (Borchardt's Journal Bd. 64; vergl. auch, was die
algebraische Formulirung betriffBrill und Néther, Gber die algebraischen
Functionen und ihre Verwendung in der Geometrie, Mathematische Annalen,
Bd. 7). Ich kann diesen Untersuchungen im Texte nicht folgen, obgleich sie
sich mit Leichtigkeit an die Darstellung déselschen Theorems anschliessen
lassen, wie sie Riemann in Nr. 14 der Abel'schen Functionen giebt,--und will
nur, mit Ricksicht auf spatere Entwickelungen des Textes (cf. 8. 19), dar-
auf hinweisendass eine lineare Abhangigkeit zwischen dgrGleichungen
jedenfalls nicht eintritt, wenn m die Grangg — 2 Uberschreitet.
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Dann kommt der wichtige Satz: [045]

Unter der genannten Voraussetzung giebt es bei m beliebig
vorgeschriebenen einfachen algebraischen Unstetigkeitspuncten
nur dann eindeutige Functionen des Ortes, weare p + 1
ist, und zwar enthalten diese Functioném — p + 1) linear
vorkommende willkiirliche Constante.

Man denke sich jetzt diem Unendlichkeitspuncte als beweg-
lich. So tretenm neue Willkurlichkeiten in die Betrachtung ein.
Ueberdies ist klar, dass man beliebigePuncte auf der Flache
durch continuirliche Verschiebung in beliebige m andere ver-
wandeln kann. Wir kdnnen also sagen, indem wir uns Ubrigens
immer der Voraussetzung erinnern, die wir gemacht haben:

Die Gesammtheit der eindeutigen Functionen mit m einfachen
algebraischen Unstetigkeitspuncten, die auf gegebener Flache
existiren, bildet ein Continuum vd@m — p + 1) Abmessungen.

Nun wir die Existenz und die Mannigfaltigkeit der eindeuti-
gen Functionen haben kennen lernen, wollen wir auf moglichst
anschauungsmassigem Wege noch eine andere wichtige Eigen-
schaft derselben entwickeln. Die Zam der Unendlichkeits-
puncte unserer Function hat namlich fir letztere eine noch viel
weiter gehende Bedeutung. Ich saggss unsere Functiontiv
jeden beliebig vorgegebenen Weitith+ ivg genau an m Stellen
annimmt.

Zum Beweise betrachte man den Verlauf der Curues
ug, v = vo auf unserer Flache. Nach 8. 2 ist klar, dass jede
dieser Curven einen Ast durch jeden dednendlichkeitspuncte
hindurchschickt. Andererseits folgt aus Betrachtungen, wie wir
sie in 8. 10 entwickelten, dass jeder Curvenast mindestens einen
Unendlichkeitspunct enthalten muss. Hiernach ist fir sehr gros-
se ug, vy die Richtigkeit unserer Behauptung unmittelbar klar.
Denn die betreffenden Curven= ug, v = vg gehen dannin der
Néhe des einzelnen Unendlichkeitspunctes nach §. 2 in kleine
durch den Unendlichkeitspunct hindurchlaufende Kreise Ulie#s
welche nothwendig neben dem (hier nicht weiter in Betracht
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kommenden) Unstetigkeitspuncte noch gaen Schnittpunct
gemein haben:

Fig. 33.

Hieraus aber folgt die Sache allgemeienn die Curven
u = ug, v = vg kbnnen bei continuirlicher Aenderung vaeg,

v hiemals einen Schnittpunct verlierdes konnte diess namlich
nach dem Gesagten nur so geschehen, dass mehrere Schnittpunc-
te zusammenriickten, um dann in geringerer Zahl wieder aus
einander zu treten. Nun bilden die Curverv ein Orthogonal-
system. Ein Zusammenriicken reeller Schnittpuncte ist also nur
in den Kreuzungspuncten mdglich (in denen es auch wirklich
geschieht). Die Kreuzungspuncte aber sind nur in endlicher Zahl
vorhanden, und also nicht im Stande, die Flache in verschiedene
Gebiete zu zerlegen. Die Eventualitdt des Zusammenrickens
ist also Uberhaupt nicht in Betracht zu ziehen, und somit unsere
Behauptung bewiesen.

Esist Ubrigens fir das Folgende nutzlich, sich die Vertheilung
der Werthe vonu + v in der Néhe eines Kreuzungspunctes
deutlich zu machen. Hierzu genigt eine aufmerksame Beob-
achtung der oben gegebenen Figur 1. Man erkennt zumal, dass



75

von denm beweglichen Schnittpuncten der Curven= uy,
v = vg bei Annéherung an denfachen Kreuzungspun¢t + 1)
zusammenricken.--

Analoge Betrachtungen, wie wir sie hiermit fur eindeutige
Functionen erledigt haben, finden nattrlich auch bei vieldeuti-
gen Functionen ihre Stelle. Ich gehe auf sie nur desshalb nicht
ein, weil es die im Folgenden festgehaltene Umgranzung des
Stoffes nicht ndthig macht. Auch kommt nur in den allereinfach-
sten Féllen ein Ubersichtliches Resultat. Sei in dieser Beziehung
daran flichtig erinnert, dass eine complexe Function mit medar)
als zwei incommensurabeln Periodicitatsmoduln an jeder Stelle
jedem beliebigen Werthe unendlich nahe gebracht werden kann.

8. 14. Die gewo6hnlichen Riemann'schen
Flachen tber der x + iy-Ebene.

Statt die Vertheilung der Functionswerthe+ /v auf der ur-
springlichen Flache zu betrachten, kann man ein sozusagen
umgekehrtes Verfahren einschlagen. Man deute namlich die
Functionswerthe--welche dementsprechend jetztiy genannt
werden sollen--in gewdhnlicher Weise in der Ebene (oder auch
auf der Kuget? und studiere dieonforme Abbildungwelche
demzufolge (hach 8. 5) von unserer urspringlichen Flache
entworfen wird. Wir beschréanken uns dabei wieder, der Einfach-
heit halber, auf den Fall der eindeutigen Functionen, trotzdem
es besonderes Interesse hat, gerade auch die Abbildung durch
mehrdeutige Fuuctionen in Betracht zu zieffen

22|ch spreche im Folgenden durchweg von der Ebene, statt von der Kugel,
um mich méglichst an die gewdhnliche Auffassungsweise anzuschliessen.

2 Man vergleiche hierzu, was Riemannin Nr. 12 seiner Abel'schen Functionen
Uber die Abbildung durch tberall endliche Functionen sagt.
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Eine kurze Ueberlegung zeigtlass wir so gerade zu der
mehrblattrigen, mit Verzweigungsverzweigungspuncten versehe-
nen, Uber detX'Y-Ebene ausgebreiteten Flache gefiihrt werden,
welche man gewdhnlich als Riemann'sche Flache schlechthin
bezeichnet.

In der That, seim die Zahl der (einfachen) Unendlichkeits-
puncte, welche: + iy auf der urspringlichen Flache besitzt. Es
nimmt dannx + 7y, wie wir sahenjedenWerth auf der gegebe-
nen Flachem-mal an.Daher Gberdeckt die conforme Abbildung
unserer Flache auf die + iy-Ebene die letztere im Allgemeinen
mit m Blattern.Eine Ausnahmestellung nehmen nur diejenigen
Werthe vonz + iy ein, fur welche einige dem auf der urspriing-
lichen Flache zugehérigen Stellen zusammenfallen, denen also
Kreuzungspunctentsprechen. Man ziehe zum Verstandnisse
noch einmal die Figur (1) heran. Es folgt aus derselben, dass
man die Umgebung eines-fachen Krenzungspunctes derart
in (v + 1) Sectoren zerlegen kann, dasst iy innerhalb je-
des Sectors denselben Werthvorrath durchl&D#ther werden
oberhalb der betreffenden Stelle der + iy) Ebene(v + 1)
Blatter der conformen Abbildung derart zusammenhangen, dass
eine Umlaufung der Stelle von einem Blatte in ein zweites, von
diesem in ein drittes fuhrt etc., und dass eime+ 1)-malige
Umlaufung derselben néthig wird, um zum Anfangspuncte zu-
rickzugelangen. Diess ist aber genau, was man gewohnlich
als einenv-fachenVerzweigungspundiezeichneét. Dabei ist
die Abbildung in diesem Puncte selbst natirlich keine conforme
mehr; man beweist leicht, dass der Winkel, den irgend zwei
auf der urspriinglichen Flache verlaufende sich im Kreuzungs-

24 Wir haben oben (8. 11) ohne ausgefiihrten Beweis angegeben, dass die Zahl
der Kreuzungspuncte van+ iy(2m + 2p — 2) betragt. Wie man jetzt sieht,

ist diese Behauptung eine einfache Umsetzung der bekannten Relation, welche
die Zahl der Verzweigungspuncte (oder vielmehr die Gesammtmultiplicitat
derselben) mit der Blatterzaiht und demp einer mehrbléttrigen Flache ver-
knlpft [unterp die Maximahlzahl der Riickkehrschnitte verstanden, die man
auf dieser mehrblattrigen Flache ziehen kann, ohne sie zu zerstiicken].
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puncte schneidende Curven mit einander bilden, auf der Uber der
(z + iy)-Ebene ausgebreiteten Riemann'schen Flache genau mit
(v + 1) multiplicirt erscheint.--

Aber zugleich erkennen wir die Bedeutung, welche diese
mehrblattrige Flache fir unsere Zwecke beanspruchen kann.
Alle Flachen, welche durch conforme Abbildung eindeutig aus
einander hervorgehen, sind fir uns gleichbedeutend (8. 8).
Wir kdnnen also diem-blattrige Flache Uber der Ebene eben-
sogut zu Grunde legen, wie die bisher benutzte Flache, die wir
uns ohne jedes singuldre Vorkommniss frei im Raume gele-
gen vorstellten. Dabei kommt die Schwierigkeit, die man in
dem Auftreten der Verzweigungspuncte erblicken kénnte, von
vorneherein in Wegfall: denn wir werden nur solche Stromun-
gen auf der mehrblattrigen Flache in Betracht ziehen, welche
sich in der Umgebung der Verzweigungspuncte derart verhalten,
dass sie ruckwarts auf die im Raume gelegene urspringliche
Flache Ubertragen dort keine anderen singularen Vorkommnisse
darbieten, als die ohnehin gestatteten. Hierzu ist nicht einmal
nothig, dass man eine entsprechende im Raume gelegene Flaghe
kennt; handelt es sich doch nur um Verhaltnisse in der néchsten
Umgebung der Verzweigungspuncte, d. h. um differentielle
Relationen, denen unsere Strdmungen geniigen niiss&s
hat hiernach auch keinen Zweck mehr, wenn wir von beliebig
gekrimmten Flachen sprechen, uns diese ohne singulare Puncte
zu denken:sie mogen selbst mit mehreren Blattern Uberdeckt
sein, die unter sich durch Verzweigungspuncte, beziehungswei-
se Verzweigungsschnitte zusammenhandgdaer welche unter
den unbegrénzt vielen, sonach gleichberechtigten Flachen wir
auch der Betrachtung zu Grunde legen wollen: wir missen zwi-
schen wesentlichen Eigenschaften unterscheiden, welche allen

25 Wegen der expliciten Formulirung dieser Relationen vergleiche man die ge-
wohnlichen Lehrbucher, sodann insbesondere die Schrift von C. Neumann: Das
Dirichlet'sche Princip in seiner Anwendung auf die Riemann'schen Flachen,
Leipzig 1865.
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gleichberechtigten Flachen gemeinsam sind,umaesentlichen
Eigenschaften, die der particularen Flache anhaften. Zu ersteren
gehdrt die Zahbp, es gehéren dahin die "Moduln”, von denen

in 8. 18 ausfuhrlicher die Rede sein soll; zu letzteren bei mehr-
blattrigen Flachen die Art und Lage der Verzweigungspuncte.
Wenn wir uns einadeale Flache denken, die nur jene wesent-
lichen Eigenschaften besitzen soll, so entsprechen auf ihr den
Verzweigungspuncten der mehrblattrigen Flache gewdhnliche
Puncte, die, allgemein zu reden, vor den Ubrigen Puncten Nichts
voraus haben, und die erst dadurch beachtenswerth werden, dass
bei der conformen Abbildung, die von der idealen Flache zur
particularen hintberfihrt, in ihnen Kreuzungspuncte entstehen.

Das Resultat ist also diesekgss wir betreffs der Flachen, auf
denen wir operiren dirfen, eine gréssere Beweglichkeit gewon-
nen haben, und dass wir zugleich die Zufalligkeiten erkennen,
welche die Betrachtung jeder einzelnen besonderen Flache mit
sich bringt. Insbesondere werden wir im Folgenden, so oft es
nutzlich scheint, mehrblattrige Flachen tber def iy-Ebene in
Betracht ziehen; ihre Verwendung soll aber in keiner Weise die
Allgemeinheit der Auffassung beeintrachtigén

26 Es entsteht hier die interessante Frage, ob es immer méglich ist, mehr-
blattrige Flachen mit beliebigen Verzweigungspuncten conform in solche zu
verwandeln, die durchaus keine singulare Stelle besitzen Diese Frage greift
Uber die im Texte zu behandelnden Gegenstande hinaus, aber ich habe sie
immerhin anfiihren wollen. Gelingt es im einzelnen Falle nicht, so haben
die vorgéngigen Betrachtungen des Textes doch noch die Bedeutung, dass sie
am einfachsten Beispiele die allgemeinen Ideen haben entstehen lassen und
dadurch die Behandlung auch der complicirteren Vorkommnisse ermdglicht
haben.
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8. 15. Der Ring p = 1 und die zweiblattrige
Flache mit vier Verzweigungspuncten tber
der Ebene?’

Ich habe mich im vorigen Paragraphen ziemlich kurz fassen
kénnen, da ich die gewothnliche Riemann'sche Flache Uber der
Ebene mit ihren Verzweigungspuncten als bekannt ansah. Im-
merhin wird es nitzlich sein, wenn ich das Gesagte an einem
Beispiele erlautere. Wir wollen einen Ring= 1 betrachten.

Auf ihm existiren nach §. 13x* eindeutige Functionen mit
nur zwei Unendlichkeitspuncten. Eine jede derselben besitzt
nach der allgemeinen Formel des §. 11 vier Kreuzungspuncte.
Der Ring ist also auf mannigfache Weise auf eine zweiblattrige
ebene Flache mit vier Verzweigungspuncten abzubilden. Ich will
den besonderen Fall, in welchem ich diese Abbildung nunmehr
betrachten werde, auf explicite Formeln stlitzen, damit auch den-
jenigen Lesern, die in rein anschauungsmassigen Operationen
minder gelbt sind, die Sache zuganglich sei. Allerdings greife
ich damit in etwas den Entwickelungen vor, welche erst der
folgende Paragraph zu bringen bestimmt ist.

Wir wollen die Ringflache als gewdhnlichen Torus vorausset-
zen, der durch Rotation eines Kreises um eine denselben nicht
schneidende Axe seiner Ebene entsteht.oSkr Radius dieses
Kreises,R der Abstand seines Mittelpunctes von der Axegin
Polarwinkel.

Wir fuhren die Rotationsaxe alsAxe, den PuncO der Figur
als Anfangspunct eines rechtwinkligen Coordinatensystems ein
und unterscheiden die durah Z hindurchlaufenden Ebenen
nach dem Winkelp, den sie mit der positiveiX-Axe bilden.
Dann hat man fir einen beliebigen Punct der Ringflache: [051]

27 Vergl. Kirchhoff; Monatsberichte der Berliner Akademie von 1875, I. c.
(wo Ubrigens explicite nur die Beziehung zwischen Ringflache und ebenem
Rechtecke besprochen wird).
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Z

Fig. 34.
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X =(R—opcosa)cosp, Y =(R—pcosa)singp, (1)

Z = psina.

Daher wird das Bogenelement:

ds = VdX2 +dY2+dZ% = /(R — pcosa)? - dg? + 02 - da?

(2)
oder:
ds = (R — pcosa)? - \/dE2 + dn?, (3)
WO
B Qda
E=p¢, n= / B geosa (4)

gesetzt sein soll.

Nach Formel (3) haben wir eine conforme Abbildung der
Ringflache auf dig€n-Ebene. Die ganze Ringflache wird offen-
bar einmal Gberstrichen, weprunda (in den Formeln (1)) jedes
von —r bis +7 lauft. Die conforme Abbildung der Ringflache
Uberdeckt daher ein Rechteck der Ebene, wie es durch folgende
Figur vorgestellt wird:

Ich habe dabei in der Figur der Kirze halber statt

/ _ oda einfach p geschrieben.--Wollen wir uns die
R — pcosa

Boeziehung zwischen Rechteck und Ringflache recht anschaulich
vorstellen, so denke man sich ersteres aus dehnsamem Materiale
verfertigt und nun die gegentberstehenden Kanten des Rechtecks
ohne Torsion zusammengebogen. Oder auch, man denke sich
den Ring von analoger Beschaffenheit, zerschneide ihn lapgs
einer Breitencurve und einer Meridiancurve und breite ihn dann
in die (én-Ebene aus. Ich setze statt weiterer Erl&uterung eine
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G=1>P
‘? 1 2 U;w
11 +
& 3 N

Y=|-pP

Fig. 35.

Figur her, welche die Verticalprojection der Ringflache von der
positivenZ-Axe aus auf dieX'Y-Ebene vorstellt und bei der die
Beziehung zuré-Ebene markirt ist:

Naturlich erblickt man nur die Oberseite der Ringflache, die
auf der Rickseite abgebildeten Quadranten 3 und 4 werden
beziehungsweise von 2 und 1 verdeckt.

Sei nun andererseits bei reellea(< 1) tber der Ebene eine
zweiblattrige Flache mit vier Verzweigungspunct&n= =+1,
+1 gegeben:
wobei ich mir (wie es in der Figur angedeutet ist) die beiden
Halbblatter, welche die positive Halbebene tberlagern, schraffirt
denken will. Dabei sollen die Verzweigungsschnitte mit den
geradlinigen Strecken zwischerl und +}4 einerseits, und-1
und—%{ andererseits zusammenfallen.

Diese zweiblattrige Flache reprasentirt, wie man weiss, die
Verzweigung vonw = /1 — 22 -1 — 5222, und zwar kénnen
wir, in Anbetracht der Wahl der Verzweigungsschnitte, die Zu-
ordnung so treffen, dass auf dem oberen Blattiirchweg einen
positiven reellen Theil besitzt. Wir betrachten nun das Integral
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W:/Zdz.
0o W

Dasselbe liefert uns in bekannter Weise die Abbildung unserer
zweiblattrigen Flache ebenfalls auf ein Rechteck, dessen nahere
Beziehung zur zweiblattrigen Flache durch folgende Figur ge-
geben ist, auf welcher man die Schraffirungen und sonstigen
Unterscheidungen der Figur (37) wiederfindet:

Fig. 38.

Dem oberen Blatte von Figur (37) entspricht die linke Seite
dieser Figur. Man beachte vor Allem, wie sich die Abbildung
fur die Umgebung der Verzweigungspuncte der zweiblattrigen
Flache gestaltet. Vielleicht ist es am einfachsten, die Sache sich
so vorzustellen, dass man von (37) zunéchst durch stereogra-
phische Projection zu einer zweimal Uberdeckten Kugelflache
Ubergeht, welche auf einem Meridian vier Verzweigungspuncte
tragt,--dass man die so erhaltene Flache durch einen langs des
Meridians verlaufenden Schnitt in vier Halbkugeln zerlegt, deren
einzelne man durch geeignete Dehnung und Deformirung in der
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N&he der vier Verzweigungspuncte in ein ebenes Rechteck ver-
wandelt,--dass man endlich die so entstehenden vier Rechtecke
entsprechend den Beziehungen zwischen den vier Halbkugeln
nach Art von Figur (38) neben einander legt. Man sieht auf diese
Art auch deutlich, dass in Figur (38) immawrei(zusammenge-
horige) Randpuncte denselben Punct der urspringlichen Flache
bezeichnen. [054]

Um nun zwischen dem Ringe und der zweiblattrigen Flache
die gewlnschte Beziehung zu erzielen, haben wir nur dafir zu
sorgen, dass das Rechteck der Figur (38) durch passende Wahl
des Modulss» mit dem Rechtecke der Figur (3&hnlich wird.

Eine proportionale Vergrésserung des einen Rechtecks (welches
auch eine conforme Umgestaltung ist) bringt dasselbe sodann
mit dem anderen Rechteck zur Deckung und vermittelt so eine
eindeutig-conforme Abbildung der zweiblattrigen Flache auf die
Ringflache (oder der letzteren auf die erstere). Es wird wiederum
genigen, das Sachverhaltniss durch eine Figur zu kennzeichnen,
dieselbe entspricht genau der eben gegebenen Figur (36):

Die Schraffirung soll sich dabei nur auf die Vorderseite der
Ringflache beziehen; auf der Riickseite ist die untere Halfte der
Figur schraffirt zu denken, die obere frei zu lassen.--

Die conforme Abbildung, welche wir winschten, ist hiermit
thatsachlich geleistet. Wir wollen jetzt riickwarts die Stromung
auf der Ringflache bestimmen, durch deren Vermittelung im Sin-
ne des §. 14 die Abbildung zu Stande kommt. Dieselbe wird an
den mit+1, +2<2 bezeichneten Stellen Kreuzungspuncte besitzen
mussen, an den beiden Stellsnalgebraische Unendlichkeits-
puncte von einfacher Multiplicitat. Man findet die betreffenden
Curven, die Niveaucurven sowohl wie die Stromungscurven, am
besten, wenn man sich des Rechtecks als Zwischenfigur bedient.
Offenbar Ubertragen sich die Curven= Const.,y = Const.
derz-Ebene (Figur 37) auf das Rechteck der Figur (38), wie die
Figuren (40), (41) angeben. Ich habe dabei allein den Curyes]
y = Const. Pfeilspitzen zugesetzt, um sie im Gegensatze zu den
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Fig. 39.
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anderen als Strdomungscurven zu charakterisiren.

W_ o M e %

-1 -+ -1

% o0 +£ [ -%
Fig. 40.

Man hat nun einfach diese Zeichnungen in derselben Weise
zusammenzubiegen, wie es bei Figur (35) geschildert wurde, um
die Ringflache und auf ihr die gewiinschten Curvensysteme zu
erhalten. Das Resultat ist das folgende:

Dabei erscheinen in Figur (42) die vier Kreuzungspuncte
der Stromung vermdge der gewahlten Projectionsart als Beriih-
rungspuncte der Niveaucurven mit der scheinbaren Contour der
Ringflache.

8. 16. Functionen vom + 7y, welche den
untersuchten Stromungen entsprechen.
Seiz + iy, wie in 8. 14, eine eindeutige complexe Function des

Ortes auf unserer Flache nmitalgebraischen, einfachen Unend-
lichkeitspuncten. Wir verwandeln unsere Flache nach Anleitung
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jenes Paragraphen in eimeblattrige Flache Uber der + iy- [056]
Ebené® und legen uns nun die Frage vor,welche Functionen
des Argumentes + iy die bisher untersuchten complexen Func-
tionen des Ortes Ubergehen mogktan erinnere sich dabei der
Entwickelungen des 8. 6.

Seizunéachstv eine complexe Function des Ortes, welche auf
unserer Flache, ebenso wie+ iy, eindeutigist. Vermoge
der Festsetzungen, die hinsichtlich der Unendlichkeitspuncte un-
serer Functionen und insbesondere der eindeutigen Functionen
getroffen worden sind, ergibt sich sofort, dagsals Function
von x + iy = z nirgendwo einerwesentlichsingularen Punct
hat. Ueberdiess istv auf der m-blattrigen Uber dez-Ebene
ausgebreiteten Flache, so gut wie auf der urspriinglichen Flache,
eindeutig. Daher folgt auf Grund bekannter Satdass w eine
algebraische Function von z ist

Dabei ist die Moglichkeit an sich nicht auszuschliessen, dass
die m Werthe vonw, welche demselbenentsprechen, zu je
Ubereinstimmen mdgen (wohenattirlich ein Theiler vomsein
muss). Aber jedenfalls kdnnen wir solche eindeutige Functionen
w auswahlen, bei denen dieses nicht der Fall ist. Wir bestimmten
oben (8. 13) die eindeutigen Functionen, indem wir ihre Unend-
lichkeitspuncte willkirlich annahmen. Wir haben es daher in der
Hand, das erwéhnte Vorkommniss jedenfalls zu vermeiden: wir
brauchen nur die Unendlichkeitspuncte werso anzunehmen,
dass nicht jedesmal von ihnen dasselbe aufweisen. Dann
kommt:

Die irreducibele Gleichung, welche zwischen w und z besteht:

flw,z) =0

hat in w diem!® Ordnung.

% Diese geometrische Umsetzung ist natiirlich keineswegs nothwendig; wir
erreichen durch dieselbe nur den Anschluss an die gewohnlich eingehaltene
Darstellungsweise.
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Ebensogut wird sie iz natirlich dien'® Ordnung besitzen,
wennn die Gesammtmultiplicitat der Unendlichkeitspuncte ist,
die w aufweist.

Aber die Beziehung dieser Gleichurig= 0 zu unserer Flache
ist noch eine innigere, als die blosse Uebereinstimmung der Ord-
nung mit der Blatterzahl aussagt. Zu jedem Puncte der Flache
gehort nurein Werthepaaw, z, das der Gleichung gentigt, und
umgekehrt gehort zu jedem solchen Werthepaare im Allgemei)
nert® nur ein Punct der FlacheGleichung und Flache sind
sozusagen eindeutig auf einander bezogen.

Es sei jetztw; eine neue eindeutige Function auf unserer Fl&-
che, also jedenfalls eine algebraische Functionz@ann kann
man die Art dieser algebraischen Function, nachdem einmal die
Gleichung f(w, z) = 0 unter der angegebenen Voraussetzung
gebildet ist, mit zwei Worten kennzeichnen. Man zeigt namlich,
dassw; eine rationale Function von w und z ist, und dass auch
umgekehrt jede rationale Function von w und z eine Function
vom Charakter des; abgibt Das Letztere ist selbstverstand-
lich. Denn eine rationale Function vam und z ist in unserer
Flache eindeutig; Uberdiess als analytische Functionzavine
complexe Function des Ortes in der Flache. Aber auch das
Erstere ist leicht zu beweis&h Man bezeichne dien Werthe
vonw, die zu einem beliebigen Werthe vagehéren, mito(®),
w®, .. w™ (allgemeimw(®)), die entsprechenden Werthe von
w1 (die nicht nothwendig alle verschieden zu sein brauchen) mit
w w® w™ Dannist die Summe:

2% |m Besonderen kann diess anders sein. Wenn mamd z als Paral-
lel-Coordinaten, die zwischen ihnen bestehende Gleichung durch eine Curve
deutet, so sind es, wie man weiss, @eppelpunctedieser Curve, welche
jenen besonderen Vorkommnissen entsprechen.

%0 Vergl. die eingehende Beweisfiihrung bei Prym, Borchardt's Journal, Bd.
83, p. 251 ff.: Beweis eines Riemann'schen Satzes.
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(wo v eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl bedeu-
ten soll) als symmetrische Function der verschiedenen Werthe
w§“>w<a>” eine eindeutige Function vanund also, als algebrai-
sche Function, einmtionale Function vonz. Aus m beliebigen

der so entstehenden Gleichungen kann m&ﬁ, w§2), . .w%m)

als linear vorkommende Unbekannte berechnen, und es zeigt
dann eine leichte Discussion, dass in der That das einnéﬁ?e

eine rationale Function des zugehérigeft) und dez geworden

ist.--

Von diesem Satze ausgehend bestimmt man nun auch sofort
den Charakter derjenigen Functionen vpnvelche durch die
von uns in Betracht gezogenenehrdeutigenFunctionen des
Ortes geliefert werden. S#V eine solche Function. Dann &/
jedenfalls eine analytische Function vgnman kann also von

. . . . aw .
einem Differentialquotienten—— sprechen und diesen selbst

wieder als complexe Functionzdes Ortes auf unserer Flache deu-
ten. Derselbe ist nothwendig als Function des Ortes eindeutig.
Denn die Vieldeutigkeit voWV bezieht sich ja nur auf constante
Periodicitatsmoduln, welche, in beliebiger Vielfachheit genom-

men, dem Anfangswerthe additiv hinzutreten kénnen. Daher ist

dW ) . ) )
v nach dem eben Bewiesenen eine rationale Function von

z . .
w und z, und es stellt sich also W als Integral einer solchen
Function dar:

W= /R(w, 2) d=.

Derumgekehrte Satz, dass jedes solche Integral eine complexe
Function des Ortes in unserer Flache abgibt, welche zu der von
uns betrachteten Functionsclasse gehort, ist auf Grund bekann-
ter Entwickelungen selbstverstandlich. Diese Entwickelungen
beziehen sich einmal auf das Unendlichwerden der Integrale, an-
dererseits auf die Werthanderungen, welche die Integrale durch
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Wechsel des Integrationsweges erleiden. Ein ndheres Eingehen
hierauf scheint an dieser Stelle unndéthig.--

Wir sind, wie wir sehen, zu einem wohlumgranzten Resultate
gefuhrt worden.st erst einmal die algebraische Gleichung be-
stimmt, welche die Abhéngigkeit zwischen z und dem in hohem
Maasse willkiirlichen w definirt, so sind die Uibrigen Functionen
des Ortes der Art nach wohlbekannt; sie decken sich in ihrer
Gesammtheit mit den rationalen Functionen von w und z, und
mit den Integralen solcher Functionen.

Es wird gut sein, dieses Resultat am Falle der wiederholt be-
trachteten Ringflachg = 1 zu erldutern. Als Functionenund
w werden wir dieselben zu Grunde legen, die im vorigen Para-
graphen besprochen wurden, und von denen die erstere durch die
Figuren (42), (43) erlautert wird. Die zwischen ihnen bestehende
Gleichung lautet einfach, wie wir wissen:

w?=1-22.1— 3222
und es verwandeln sich also die Integr@l&(w, z) dz in die-
jenigen, die man alslliptische Integralezu bezeichnen pflegt.
Unter ihnen gibt es, nach 8. 12, ein einziges "uberall endliches"
Integral. Aus der in Figur (38) gegebenen Abbildung folgbse]

. . . d
dass dieses kein anderes ist, als das dort betrac tet'tze, das
w

gewohnlich sogenanntategral erster Gattung Die zugehdri-

gen Niveaucurven und Stromungscurven sind dieselben, welche
in Figur (21) und (22) dargestellt sind. Aber auch diejenigen
Functionen, denen die Figuren (29) und (30), bez. (31) und (32)
entsprechen, sind in der gewoéhnlichen Analysis wohlbekannt.
Wir haben das einemal eine Function mit zwei logarithmischen
Unstetigkeitspuncten, das andere Mal eine solche mit nur ei-
nem algebraischen Unstetigkeitspuncte. Als Functionenzvon
betrachtet geben dieselben solche elliptische Integrale ab, wel-
che man aldntegrale dritter Gattungoez. zweiter Gattungzu
bezeichnen pflegt.






8. 17. Tragweite und Bedeutung unserer
Betrachtungen.

Mit den Entwickelungen des vorigen Paragraphen ist der Ziel-
punct, den wir uns mit der allgemeinen Fragestellung des 8. 7
gesteckt haben, thatséachlich erreicht. Wir haben auf beliebi-
ger Flache die allgemeinsten fiir uns in Betracht kommenden
complexen Functionen des Ortes bestimmt und nun die analy-
tischen Abhangigkeiten derselben von einander definirt, indem
wir zusahen, wie alle von einer, Ubrigens beliebig gewahlten, ein-
deutigen Function des Ortes im Sinne der gewdhnlichen Analysis
abhéngig sind. Es bleibt uns also, um unseren Gedankengang
abzuschliessen, nur noch ein Umblick zu halten, was Alles durch
unsere Betrachtungen gewonnen sein mag. Wir haben dann aller-
dings keineswegs den vollen Inhalt aber doch die Grundlage der
Riemann'schen Theorie gewonnen, und es kann wegen weiterer
Ausfihrungen auf Riemann's Originalarbeit sowie die sonstigen
Darstellungen der Theorie verwiesen werden.

Constatiren wir zunachgatass es in der That die Gesammtheit
der algebraischen Functionen und ihrer Integrale ist, welche
durch unsere Untersuchung umspannt wirbenn wenn eine
beliebige algebraische Gleichurfdw, z) = 0 gegeben ist, so
kénnen wir in der gewdhnlichen Weise Uber adebene eine
zugehorige mehrblattrige Riemann'sche Flache construiren und
nun auf dieser einférmige Strémungen und complexe Functionen
des Ortes studieren (vergl. 8. 15).

Wir fragen, ob das Studium dieser Functionen durch unsgee]
Betrachtungen in der That gefordert sei. Erinnern wir uns zu dem
Zwecke, dass es vor allen Dingen tfieldeutigkeider Integrale
war, welche so lange einen Fortschritt in ihrer Theorie verhindert
hat. Dass Integrale durch das Auftreten logarithmischer Unste-
tigkeitspuncte vieldeutig werden, hatte schon Cauchy erkannt.
Aber erst durch die Riemann'sche Flache ist die andere Art von
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Periodicitat, welche in derdusammenhangeder Flache ihren
Grund hat und an den Querschnitten der Flache gemessen wird,
uns vollig deutlich geworden.--Ein anderer Punct ist dieser. Man
hat sich von je bei der Untersuchung der Integrale der Umfor-
mung durch Substitution bedient, ohne sich indess tber eine bloss
empirische Verwerthung derselben betrachtlich zu erheben. Bei
Riemann's Theorie ist eine umfangreiche Classe von Substitutio-
nen von selbst gegeben und in ihrer Wirkung zu beurtheilen. Die
Variabelenw und z sind flr uns nur irgend zwei, von einander
unabhangige, eindeutige Functionen des Ortes; wir kdnnen statt
ihrer ebensogut zwei andere; undz;, zu Grunde legen, wobei
sichw; und z; als Ubrigens beliebige rationale Functionen von
w und z und ebensowohl letztere als rationale Functionen von
wi und z; erweisen. Die Riemann'sche Flache, auf der wir
operiren, wird von dieser Umanderung durchaus nicht nothwen-
dig betroffen. Unter der Menge dewufélligen Eigenschaften
unserer Functionen erkennen wir alsesentliche welche bei
eindeutiger Umformung ungeéndert bleiben. Und vor Allem
tritt uns in der Zahlp von vorneherein ein solches invariantes
Element entgegen.--Indem die Riemann'sche Theorie die beiden
hiermit bezeichneten Schwierigkeiten, welche friilhere Bearbei-
ter gehemmt hatten, bei Seite rdumt, gelangt sie unmittelbar zu
dem Satze, den wir in 8. 10 aufstellten, und der die Willkir-
lichkeit der in Betracht zu ziehenden Functionen bestimmt. Ich
meine den Satzgass man (unter den wiederholt angegebenen
Beschrankungen) die Unendlichkeitspuncte der Function und die
Periodicitatsmoduln ihres reellen Theiles an den Querschnitten
als willktirliche und hinreichende Bestimmungsstiicke derselben
erachten dart-

So etwa stellt sich die Bilanz, wenn man die functionentheo-
retischen Interessen, wie es unter Mathematikern zu geschehen
pflegt, voranstellt. Aber vergessen wir nicht, dass die umgekehr-
te Auffassung im Grunde ebenso berechtigt ist. Das Studium
einférmiger Stromungen auf gegebenen Flachen kann umsomehr
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als Selbstzweck betrachtet werden, als es bei zahlrejchgsi-
kalischerProblemen unmittelbar zu Verwerthung gelangt. In der
unendlichen Mannigfaltigkeit dieser Strémungen orientirt uns die
Riemann'sche Theorie, indem sie auf den Zusammenhang hin-
weist, der zwischen diesen Stromungen und den algebraischen
Functionen der Analysis statt hat.

Wir kdnnen endlich degeometrischeesichtspunct hervor-
kehren, und die Riemann'sche Theorie als ein Mittel betrachten,
um die Lehre von der conformen Abbildung geschlossener Fla-
chen auf einander der analytischen Behandlung zugénglich zu
machen. Eben diese Auffassung ist es, der ich im folgenden,
dritten Abschnitte meiner Darstellung Ausdruck zu geben be-
maht bin. Es wird nicht néthig sein, schon an dieser Stelle
ausfuhrlicher hierauf einzugehen.

8. 18. Weiterbildung der Theorie.

In Riemann's eigenem Gedankengange, wie ich ihn vorstehend
zu schildern versuchte, veranschaulicht die Riemann'sche Flache
nicht nur die in Betracht kommenden Functionen, sondern sie
definirt dieselben. Es scheint moglich, diese beiden Dinge zu
trennen: die Definition der Functionen von anderer Seite zu
nehmen und die Flache nur als Mittel der Veranschaulichung
beizubehalten. Das ist es in der That, was von der Mehrzahl
der Mathematiker um so lieber geschehen ist, als Riemann's De
finition der Function bei genauerer Untersuchung betrachtliche
Schwierigkeiten mit sich bringt. Man beginnt also etwa mit der
algebraischen Gleichung und der Begriffsbestimmung des Inte-
grals, und construirt erst hinterher eine zugehérige Riemann'sche
Flache.

31 Vergl. die betreffenden Bemerkungen der Vorrede.
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Dann aber ist von selbst eine grosse Verallgemeinerung der
urspringlichen Auffassung gegeben. Bislang galten uns zwei
Flachen nur dann als gleichwerthig, wenn die eine aus der an-
deren durch eindeutige conforme Abbildung entstand. Jetzt ist
kein Grund mehr, an der Conformitat der Abbildung festzuhal-
ten. Jede Flache, welche durch stetige Abbildung eindeutig in
die gegebene verwandelt werden kann, Uberhaupt jedes geome-
trische Gebilde, dessen Elemente sich stetig eindeutig auf die
urspringliche Flache beziehen lassen, kann ebensowohl zur Ver-
sinnlichung der in Betracht zu ziehenden Functionen gebraucht
werden.Ich habe diesem Gedanken, wie ich bei gegenwartiger
Gelegenheit ausfiihren méchte, in friiheren Arbeiten nach zwei
Richtungen hin Ausdruck gegeben.

Einmal operirte ich mit dem Begriffe einer mdglichst Gber-
sichtlichen, Ubrigens verschiedentlich modificirbafdormal-
flache(vergl. §. 8), auf welcher ich den Verlauf der in Betracht
kommenden Functionen durch verschiedene graphische Hulfs-
mittel zu illustriren bemiiht wdf. Hierher gehéren auch die
Polygonnetzederen ich mich wiederholt bedierteindem ich
mir die Riemann'sche Flache in geeigneter Weise zerschnitten
und dann in die Ebene ausgebreitet dachte. Es bleibe dabei
an dieser Stelle unerértert, ob nicht den so entstehenden Figu-
ren, die zunéchst beliebig stetig verandert werden durfen, im
Interesse weitergehender functionentheoretischer Untersuchun-
gen hinterher doch eine gesetzmassige Gestalt ertheilt werden
soll, vermége deren sich eirigefinition der durch die Figur zu
veranschaulichenden Functionen ermdglicht.

Das andere Maf stellte ich mir die Aufgabe, in moglichst
anschaulicher Weise den Zusammenhang darzulegen zwischen

32 vergl. meine Arbeiten tber elliptische Modulfunctionen in den Banden 14,
15, 17 der mathematischen Annalen.

% Man sehe insbesondere die dem 14. Annalenbande beigegebene Tafel
("Zur Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen") sowie
die spater noch zu nennende Arbeit von Dyck im 17. Bande daselbst.

34 "Ueber eine neue Art von Riemann'schen Flachen", mathematische Annalen
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der Auffassungsweise der Functionentheorie und derjenigen der
gewdhnlichen analytischen Geometrie, welch' letztere eine Glei-
chung zwischen zwei Variabelen &sirvedeutet. Indem ich von
dem Satze ausging, dass jede imagindre Gerade der Ebene und
also auch jede imaginare Tangente einer Curve einen und nur
einen reellen Punct besitzt, erhielt ich eine Riemann'sche Flache,
die sich an den Verlauf der gegebenen Curve auf das Innigste
anschmiegt. Ich habe diese Flache, wie es mein urspriinglicher
Zweck war, bisher nur zur Veranschaulichung gewisser einfacfoes]
Integrale gebraucPr. Aber es findet eine dhnliche Bemerkung
ihre Stelle, wie oben bei den Polygonnetzen. Insofern die Fl&-
che gesetzmassig ist, muss auch sie Refinition der auf ihr
existirenden Functionen dienen kdnnen. In der That kann man
fur diese Functionen eine partielle Differentialgleichung bilden,
welche den Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die wir in
88. 1 und 5 betrachten, in etwa analog ist: nur dass der Differen-
tialausdruck, an den diese Gleichung anknulpft, nicht unmittelbar
alsBogenelemerginer Flache zu deuten ist.--

Diese wenigen Bemerkungen missen genligen, um auf Be-
trachtungen hinzuweisen, deren Verfolg mir interessant scheint.

Bd. 7 und 10.

% Siehe: Harnack (Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir
die Geometrie der Curven dritten Grades) im 9. Bande der mathematischen
Annalen, siehe ferner meinen schon oben genannten Aufsatz: "Ueber den
Verlauf der Abel'schen Integrale bei den Curven vierten Grades" im 10. Bande
daselbst.
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Abschnitt Ill. - Folgerungen.

8. 19. Ueber die Moduln algebraischer
Gleichungen.

Es gibt einen wichtigen Punct, in welchem die Riemann'sche
Theorie der algebraischen Functionen nicht nur der Methode
sondern auch dem Resultate nach Uber die sonst Ublichen Dar-
stellungen dieser Theorie hinausgreift. Sie besagt nardbss

zu jeder Uber der z-Ebene ausgebreiteten, graphisch gegebe-
nen mehrblattrigen Flache zugehdrige algebraische Functionen
construirt werden kénnerwobei man beachten mag, dass die-
se Functionen, sofern sie Uberhaupt existiren, in hohem Maasse
willkurlich sind, daR(w, z) im Allgemeinen gerade so verzweigt

ist, wie w.--Der genannte Satz ist um so merkwurdiger, als er
eine Angabe Uber eine interessante Gleichung héheren Grades
implicirt. Sind namlich die Verzweigungspuncte eimeiblatt-

rigen Flache gegeben, so existiren noch eine endliche Zahl von
wesentlich verschiedenen Mdglichkeiten, dieselben inrdie
Blatter einzuordnen: man wird diese Zahl durch Betrachtungen
auffinden kénnen, die der reinen Analysis situs angehren

% Solche Bestimmungen machte z. B. Hr. Kasten in seiner Inaugural-
dissertation: Zur Theorie der dreiblattrigen Riemann'schen Flache. Bremen
1876.
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Aber dieselbe Zahl hat unserem Satze zufolge ihre algebraische
Bedeutung. Man bezeichne, wie es Riemann thut, alle solche al-
gebraischen Functionen vaals derselben Classe angehorig, die
sich, unter Benutzung van rational durch einander ausdriicken
lassen. Dann ist unser& Zahl die Anzahl der verschiedenen
Classen algebraischer Functionen, welche in Bezug auf z die
gegebenen Verzweigungswerthe besitzen.

Ich wiinsche im gegenwartigen und im folgenden Paragraphen
verschiedene Folgerungen zu ziehen, die sich aus dem voraus-
geschickten Satze gewinnen lassen, und zwar mag zunéchst die
Frage nach deModulnder algebraischen Functionen behandelt
werden, d. h. die Frage nach denjenigen Constanten, welche
bei eindeutiger Transformation der Gleichungémw, z) = o die
Rolle der Invarianten spielen.

Sei zu diesem Zweckeeine zunachst unbekannte Zahl, wel-
che angibt, wie vielfach unendlich oft eine Flache sich eindeutig
in sich transformiren, d. h. conform auf sich selber abbilden
lasst. Sodann erinnere man sich an die Anzahl der Constanten
in den eindeutigen Functionen auf gegebener Flache (8. 13).
Es gab im Allgemeineno?”P*+! eindeutige Functionen mit
m Unendlichkeitspuncten, und diese Zahl war jedenfalls genau
richtig (wie ohne Beweis angegeben wurde), wenn- 2p — 2
war. Nun bildet jede dieser Functionen die gegebene Flache
auf einem-blattrige Flache Uber der Ebene eindeutig Baher
ist die Gesammtheit der m-blattrigen Flachen, auf welche man
eine gegebene Flache conform eindeutig beziehen kann, und
also auch der m-blattrigen Flachen, die man einer Gleichung
f(w,z) = 0 durch eindeutige Transformation zuordnen kann,

S7Wenn es hier wieder gestattet ist auf eigene Arbeiten zu verweisen, so
geschehe diess zunachst mit Bezug auf eine Stelle im 12. Bande der mathe-
matischen Annalen (p. 173), wo der Schluss begriindet wird, dass gewisse
rationale Functionen durch die Zahl ihrer Verzweigungen véllig bestimmt
sind, sodann in Bezug auf Bd. 15, p. 533 ebenda, wo eine ausfihrliche
Betrachtung lehrt, dass es zehn rationale Functionen elften Grades gibt, die
gewisse Verzweigungsstellen besitzen.
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oo?m—Ptl=e fach. Denn jedesmabo? Abbildungen ergeben
dieselbem-blattrige Flache, weil jede Flache der Voraussetzung
nachoo? mal auf sich selber abgebildet werden kann.

Nun gibt es aber lUberhaupb® m-blattrige Flachen, unter
w die Zahl der Verzweigungspuncte, d. Bm + 2p — 2 ver-
standen. Denn durch die Verzweigungspuncte wird die Flache,
wie oben bemerkt, endlich-deutig bestimmt, und Verzweigungs-
punkte héherer Multiplicitdt entstehen durch Zusammenricken
einfacher Verzweigungspuncte, wie dieses betreffs der entspre-
chenden Kreuzungspuncte bereits in §. 1 erlautert wurde (vergl.
Figur (2) und (3) daselbst). Zu jeder dieser Flachen gehoren, wie
wir wissen, algebraische Functionédie Anzahl der Moduln ist
daherw — (2m+1—p—p) =3p—3+ 0.

Bemerken wir hierzu, dass die Gesammtheitmdslattrigen [o66]
Flachen mitw Verzweigungspuncten eifontinuumbildet®®,
wie das Entsprechende betreffs der auf gegebener Flache exi-
stirenden eindeutigen Functionen mitUnendlichkeitspuncten
bereits in §. 13 hervorgehoben wurde. Wir schliessen dann,
dass die algebraischen Gleichungen eines gegebenen p ebenfalls
eine einzige zusammenhangende Mannigfaltigkeit constituiren
(wobei wir alle Gleichungen, die aus einander durch eindeuti-
ge Transformation hervorgehen, als ein Individuum erachten).
Hierdurch erst gewinnt die angegebene Zahl der Moduln ihre
préacise Bedeutungsie ist die Zahl der Dimensionen dieser
zusammenhangenden Mannigfaltigkeit

Es kommt jetzt noch darauf an, die Zahlzu bestimmen.
Diess geschieht durch folgende Satze:

1. Jede Gleichung = o kannoo® mal eindeutig in sich, selbst
transformirt werden Denn auf der zugehdorigen Riemann'schen
Flache existiren eindeutige Functionen mit nur je einem Unend-
lichkeitspunct in dreifach unendlicher Zahl (8. 13), von denen
man, um eine eindeutige Transformation der Flache in sich zu

3B Eg folgt diese z. B. aus den Satzen von Luroth und Clebsch, die man in den
Banden 4 und 6 der mathematischen Annalen abgeleitet findet.
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haben, nur irgend zwei entsprechend zu setzen hat.--Des Naheren
stellt sich die Sache so. Heisst eine der genannten Functimpnen
so sind alle anderen (nach 8. 16) algebraische eindeutige, d. h.
rationale Functionen vop und, da das Verhaltniss umkehrbar
sein mussJineare Functionen vore. Umgekehrt ist auch jede
lineare Function vore eine eindeutige Function des Ortes in
unserer Flache, mit nur einem Unendlichkeitspuncte. Daher wird
man die allgemeinste eindeutige Transformation der Gleichung
in sich bekommen, wenn man jedem Purmder Riemann'schen
Flache einen anderen durch die Formel zuordnet:

az+f3
21 =
L

untera : G : v : 6 beliebige Constante verstanden.

2) Jede Gleichung = 1 kann einfach unendlich oft eindeutig
in sich transformirt werden Zum Beweise betrachte man das
zugehdrige Uberall endliche Integrdl und insbesondere die
Abbildung, welche von der zweckmassig zerschnittenen Rie-
mann'schen Flache in der Ebeeentworfen wird. Wir haben
dies in einem besonderen Falle bereits gethan (8. 15, Figur
(38)); eine genaue Ausfiihrung im allgemeinen Falle wird um
so weniger ndthig sein, als es sich um Betrachtungen handelt,
die in der Theorie der elliptischen Functionen ausfihrlich ent-
wickelt zu werden pflegen. Das Resultat ist, dass zu jedem
Werthe vonW ein Punct und nur ein Punct der betreffenden
Riemann'schen Flache gehort, wahrend sich die unendlich vielen
Werthe vonW, die demselben Punkte der Riemann'schen Flache
entsprechen, aus einem derselben in der Form zusammensetzen:
W 4+ myw1 + maws, Untermy, mo beliebige ganze Zahlen, unter
w1, we die beiden Perioden des Integrals verstanden. Bei ein-
deutiger Umformung wird jedem Pundiéein Punctii’; in der
Weise zugeordnet werden mussen, dass jeder Vermehrung von
W um Perioden eine solche vd#i; entspricht, und umgekehrt.
Diess gelingt in der That, aber im Allgemeinen nur in der Weise,
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dass man

Wy =W +C

setzt. Nur im besonderen Falle (wenn das Periodenverhéltniss
Zl bestimmte zahlentheoretische Eigenschaften hat) K&pn
auch gleich+iWW + C, oder+oW + C gesetzt werden (unter
o eine dritte Einheitswurzel verstandéh) Wie dem auch sei,
wir haben in jedem Falle in den Transformationsformeln nur
eine willkurliche Constante und also den wechselnden Wert-
hen derselben entsprechend in der That einfach unendlich viele
Transformationen, wie behauptet wurde.

3) Gleichungerp > 1 kdnnen niemals unendlich oft eindeutig
in sich transformirt werdef®

Ich verweise, was den analytischen Beweis dieser Behaup-
tung angeht, auf die Darstellungen von Schwarz (Borchargs]
Journal Bd. 87) und Hettner (Gottinger Nachrichten, 1880,
p. 386). Auf anschauungsmassigem Wege kann man sich die
Richtigkeit der Behauptung folgendermassen verstandlich ma-
chen. Sollte es unendlich viele eindeutige Transformationen
der Gleichung in sich geben, so miisste es moglich sein, die
zugehdrige Riemann'sche Flache derart continuirlich Gber sich
hin zu verschieben dass jede kleinste Figur mit sich selbst
ahnlich bleibt. Die Curven, langs deren eine solche Verschie-
bung vor sich ginge, mussten die Flache jedenfalls vollstandig
und zugleich einfach tUberdecken. Bimeuzungspunctrfte
in diesem Curvensysteme offenbar nicht vorhanden sein. Man
musste einen solchen Punct namlich, damit keine Vieldeutigkeit

39 |ch fiihre dieses Resultat, welches aus der Theorie der elliptischen Functio-
nen wohlbekannt ist, im Texte ohne Beweis an.

40 Esist bei diesem Satze an erantinuirlicheSchaar von Transformationen,
also an Transformationen mit willkurlich veréanderlichen Parametern gedacht.
Ob eine Flache > 1 unter Umsténden nicht durch unendlich vieliscrete
Transformationen in sich Ubergehen kann, bleibt im Texte unerdrtert; doch
scheint diess bei endlichepin der That auch unméglich.
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der Transformation eintritt, als festbleibenden Punct betrachten
und also die Geschwindigkeit der Verschiebung in ihm gleich
Null setzen. Dann aber wirde eine kleine Figur, welche bei
der Verschiebung auf den Kreuzungspunct zu rtckt, im Sinne
der Bewegung nothwendig zusammengedriickt, senkrecht dazu
auseinandergezogen werden; sie kénnte also nicht mit sich selbst
ahnlich bleiben, wie es doch durch den Begriff der conformen
Abbildung verlangt wird.--Andererseits muissen aber in jedem
Curvensysteme, das eine Flaghe- 1 vollstandig und einfach
Uberdeckt, nothwendig Kreuzungspuncte vorhanden sein. Diess
ist derselbe Satz, den wir, in etwas weniger allgemeiner Form, in
§. 11 aufgestellt haben.--Die ganze Verschiebung der Flache in
sich ist also unmdglich, was zu beweisen war.

Nach diesen Satzen igt= 3 flr p = o, gleich 1 flurp = 1,
und gleich Null fur alle grésserep. Die Zahl der Moduln ist
also furp = 0 gleich Null, firp = 1 gleich Eins, fur gréssere p
gleich3p — 3.

Es wird gut sein, noch folgende Bemerkungen hinzuzuftigen.
Um den Punct eines Raumes v@Bp — 3) Dimensionen zu
bestimmen, wird man im Allgemeinen m{8p — 3) Grdssen
nicht ausreichen: man wird mehr Grossen benéthigen, zwischen
denen dann algebraische (oder auch transcendente) Relationen
bestehen. Ausserdem mag es aber auch sein, dass man zweck-
massigerweise Bestimmungsstiicke einfuhrt, von denen jedesmal
verschiedene Serien denselben Punct der Mannigfaltigkeit be-
zeichnen. Welche Verhéltnisse bei dglp — 3) Moduln, die
bei p > 1 existiren mussen, in dieser Hinsicht vorliegen, ist
nur erst wenig erforscht. Dagegen ist der Fak= 1 aus der
Theorie der elliptischen Functionen genau bekannt. Ich erwahne
die auf ihn bezlglichen Resultate, um mich im Folgenden bei
aller Kiirze doch préacise ausdriicken zu kénnen. Sei vor allen
Dingen hervorgehoben, dass file= 1 das algebraische Indivi-
duum (um diesen oben gebrauchten Ausdruck noch einmal zu
verwenden) in der That durch eine (und nur eine) Grésse charak-
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3
terisirt werden kanndie absolute Invariantg = 2241 Wenn

im Folgenden gesagt wird, dass zur Ueberfuhrbarkeit zweier
Gleichungerp = 1 in einander die Gleichheit des Moduls nicht
nur hinreichend, sondern auch erforderlich sei, so ist stets an die
InvarianteJ gedacht. Statt ihrer verwendet man, wie bekannt,
gewohnlich das_egendrésche »2, welches bei gegebeneth
sechswerthig ist, so dass bei der Formulirung allgemeiner Satze
eine gewisse Schwerfalligkeit unvermeidbar scheint. In noch
hdherem Maasse ist dies der Fall, wenn man das Periodenver-
haltnlss— des elliptischen Integrals erster Gattung, wie dies in

anderer Be2|ehung vielfach zweckmassig ist, als Modul einfthrt.
Jedesmal unendlich viele Werthe des Moduls bezeichnen dann
dasselbe algebraische Individuum.

8. 20. Conforme Abbildung geschlossener
Flachen auf sich selbst.

In den nun noch folgenden Paragraphen mdgen die entwickel-
ten Principien, wie in Aussicht gestellt, nach der geometrischen
Seite verfolgt werden, um wenigstens die Grundzige fur eine
Theorieder conformen Abbildungon Flachen auf einander zu

gewinnert? und so den Andeutungen zu entsprechen, mit denemw

41 Vergl. die Darstellung im 14. Bande der mathematischen Annalen, p. 112
ff.

2 Die im Texte aufzustellenden Satze finden sich explicite grésstentheils in
der Literatur nicht vor. Wegen der Flachgn= 0 vergleiche man den bereits
citirten Aufsatz von Schwarz (Berliner Monatsberichte 1870). Man sehe ferner
eine Arbeit von SchottkyJeber die conforme Abbildung mehrfach zusammen-
hangender Flachdndie als Berliner Inaugural-Dissertation 1875 erschien und
spater (1877) in umgearbeiteter Form in Borchardts Journal Bd. 83 abgedruckt
wurde. Es handelt sich in derselben um solghach zusammenhangende
ebene Bereiche, welche vdp + 1) Randcurven begrénzt werden.
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Riemann, wie bereits in der Vorrede bemerkt, seine Dissertation
abschloss. Ich werde mich dabei, was die Falle 0 undp = 1
angeht, um nicht zu weitlufig zu werden, vielfach auf eine blos-
se Angabe der Resultate oder eine Andeutung ihres Beweises
beschranken muissen.

Indem wir uns zuvérderst nach conformen Abbildungen einer
geschlossenen Fléache auf sich selbst fragen, haben wir eine Un-
terscheidung einzufiihren, von der bislang noch nicht die Rede
war: die Abbildung kann ohne Umlegung der Winkel geschehen
oder mit Umlegung derselberWir haben eine Abbildung der
einen Art, wenn wir eine Kugel durch Drehung um den Mittel-
punct mit sich selbst zur Deckung bringen; wir bekommen die
zweite Art, wenn wir zu demselben Zwecke eine Spiegelung an
einer Diametralebene verwenden. Die analytische Behandlung,
wie wir sie bisher benutzten, entspricht nur den Abbildungen der
ersten Art. Sind: + 7v undwuy + iv1; Zwei complexe Functionen
des Ortes auf derselben Flache, so liefer: vy, v = v; die
allgemeinste Abbildung erster Art (vergl. 8. 6). Aber es ist
leicht zu sehen, wie man die Erweiterung zu treffen hat, um auch
Abbildungen zweiter Art zu umfassellan hat einfach: = u1,

v = —w1 ZU setzen, um eine Abbildung zweiter Art zu haben

Entnehmen wir zunachst den Entwickelungen des vorigen
Paragraphen, was sich auf Abbildung der ersten Art bezieht. In-
dem wir uns mdglichst geometrischer Ausdrucksweise bedienen,
formuliren wir die folgenden Theoreme:

Flachenp = 0 oderp = 1 kdnnen immer, Flachep > 1
niemals unendlich oft durch Abbildung der ersten Art in sich
Ubergefiihrt werden.

Bei den Flacherp = 0 ist die einzelne Abbildung der ersten
Art bestimmt, wenn man drei beliebige Puncte der Flache drei
beliebigen Puncten derselben zugeordnet hat.

Ist p = 1, so darf man einen beliebigen Punct der Fla-
che einem zweiten nach Willkiir zuweisen, und hat dann noch
zur Bestimmung der Abbildung erster Art im Allgemeinen eine
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zweifache, im besonderen Falle eine vierfache oder sechsfache
Mdglichkeit.

Mit diesen Satzen ist natirlich nicht ausgeschlossen, dass
besondere Flachen> 1 durchgetrenntelransformationen der
ersten Art in sich Ubergehen mdgen. Tritt diess ein, so bilget]
es eine bei beliebiger conformen Umanderung der Flache in-
variante Eigenschaft, nach deren Vorhandensein und Modalitat
besonders interessante Flachenclassen aus der Gesammtheit der
Ubrigen herausgehoben werden kénfrerDoch verfolgen wir
hier diesen Gesichtspunct nicht weiter.

Betreffs der Transformationen zweiter Art mégen wir voran-
stellen,dass jede Transformation der zweiten Art in Verbindung
mit einer solchen der ersten Art eine neue Transformation der
zweiten Art ergibt Nun kennen wir bei den Flachen= 0 und
p = 1 die Transformationen erster Art auf Grund der angege-
benen Séatze vollstandig. Es wird bei ihnen also gentigen, zu
untersuchen, ob tUberhaugine Transformation der zweiten Art
existirt. Bei den Flachem = 0 ist diess sofort zu bejahebenn
es genugt, eine beliebige der eindeutigen Functionen des Ortes
mit nur einem Unendlichkeitspuncte,+ iy, herauszugreifen,
und dannz; = z, y1 = —y zu setzen. Bei den Flachen= 1
ist die Sache andersMan findet, dass im Allgemeinen keine
Transformation der zweiten Art existiZum Beweise ist es am
einfachsten, die Werthe in Betracht zu ziehen, welche das lberall
endliche IntegraWv auf der Flache = 1 annimmt. Man denke
sich in der Eben&V die PuncteWW = mjwi + mows markirt,
untermy, me Wie oben beliebige positive oder negative ganze
Zahlen verstanden. Man zeigt dann leicht, dass eine Transforma-

43 Solchen Flachen entsprechen algebraische Gleichungen mit einer Gruppe
eindeutiger Transformationen in sich. Die Bemerkungen des Textes zielen
also auf solche Untersuchungen ab, wie sie in neuerer Zeit von Hrn. Dyck
verfolgt worden sind (cf. die bereits citirte Arbeit im 17. Bande der Mathema-
tischen Annalen: Aufstellung und Untersuchung von Gruppe und Irrationalitat
regularer Riemann'scher Flachen).
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tion der zweiten Art der Flache = 1 in sich nur dann mdglich

ist, wenn dieses Punctsystem eine Symmetrieaxe besitzt. Es ist
diess geradeler Fall, in welchem die oben definirte absolute
InvarianteJ einenreellen Werth aufweist. Je nachdem dabei

J < oder> 1, kénnen jene Puncte in dé&-Ebene als die Ecken
einesrhombischeroder einesechteckigenSystems betrachtet
werden.

Seinunp > 1. Wenn flir eine solche Flache eine Transformati-
on der zweiten Art existirt, so wird dieselbe im Allgemeinen von
keiner weiteren Transformation derselben Art begleitetéein
Denn sonst wirde die Wiederholung oder Combination dieser
Transformationen eine von der Identitat verschiedene Transfor-
mation der ersten Art liefern. Die Transformation muss daher
nothwendig einesymmetrischeein, d. h. eine solche, welche
die Puncte der Flachpaarweisezusammenordnet. Ich will
dementsprechend die Flache selbst syrametrischaennen.

Uebrigens mogen hinterher unter diesem Namen tberhaupt
alle Flachen mit einbegriffen sein, welche Transformationen
zweiter Art in sich zulassen, die zweimal angewandt zur lden-
titdt zuriickfihren. Es gehdren dahin, wie man sofort sieht, die
Flacherp = 0, sowie auch sammtliche Flachgr= 1 mit reeller
Invariante.

8. 21. Besondere Betrachtung der
symmetrischen Flachen.

Fur die symmetrischen Flachen, auf die wir hier unser besonderes
Augenmerk richten wollen, ergibt sich sofort eine Eintheilung

4“4 Es gibt natirlich wieder Flachen, welche neben einer Anzahl von Trans-
formationen erster Art eine gleiche Anzahl von Transformationen zweiter
Art zulassen; dieselben entsprechen degular-symmetrischeRlachen der
Dyck'schen Arbeit.
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nach der Zahl und Art der auf ihr befindlichérebergangscur-
ven d. h. derjenigen Curven, deren Puncte bei der in Betracht
kommenden symmetrischen Umformung ungeéndert bleiben.

Die Zahl dieser Curven kann jedenfalls nicht grosser sein,
als (p + 1). Denn wenn man eine Flache langs aller ihrer Ue-
bergangscurven mit Ausnahme einer einzigen zerschneidet, so
bildet sie, indem ihre symmetrischen Halften noch immer in
der einen Uebergangscurve zusammenhangen, nach wie vor ein
ungetrenntes Ganze. Es wirden sich also, wenn mefy alg)
Uebergangscurven vorhanden wéaren, auf der Flache mepr als
nicht zerstlickende Ruckkehrschnitte ausfiihren lassen, was ein
Widerspruch gegen die Definition der Zaghist.

Dagegen ist unterhalb dieser Granze jede Zahl von Ueber-
gangscurven mogliches mag hier gentigen, in diesem Sinne die
Fallep = 0 undp = 1 zu discutiren; fur die héheremergeben
sich dann von selbst naheliegen de Beispiele. [073]

1) Wenn wir eine Kugel durch Spiegelung an einer Diametral-
ebene mit sich zur Deckung bringen, so bildet der grosste Kreis,
in welchem sie von der Diametralebene geschnitten wird, eine
Uebergangscurve. Wir erhalten eine Zuordnung der anderen Art
indem wir je zwei solche Puncte der Kugel entsprechend setzen,
welche die Endpuncte eines Durchmessers bilden. Beide Bei-
spiele sind leicht zu generalisiren. Die analytische Darstellung
ist diese. Wenn eine Uebergangscurve existirt, so gibt es eindeu-
tige Functionen des Ortes mit nur einem Unendlichkeitspuncte,
die auf der Uebergangscurve reelle Werthe annehmen. Heisst
eine derselber + iy, so ist die Umformung, wie oben schon
als Beispiel angegeben, durech = z, y; = —y gegeben.--Im
zweiten Falle kann man eine Functiant+ iy so wéahlen, dass
ihre Wertheoco und 0, sowie+1 und —1 zusammengeordnete
Puncte vorstellen. Dann ist

-1
T+ 1y

T — Y1 =
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die analytische Formel der betreffenden Umé&nderung.

2) Im Fallep = 1 missen wir die Invariant& wie wir wissen,
jedenfalls reell nehmen. Sei dieselbe zunéchst Dann kénnen
wir das zugehdorige Uberall endliche Integvé{durch Zufligung
eines geigneten constanten Factors) so normiren, dass die eine
Periodereell, gleicha, die andereein imagindar, gleichib, wird.
Setzen wir dann (fUWW = U + iV):

Uy =U, Vi=-V

so haben wir eine symmetrische Umformung der Flgehe 1
mit denzweiUebergangscurven:

b
V—O, V—§

schreiben wir dagegen:

Uh=U+3. Vi=-V,

was wieder eine symmetrische Umformung unserer Flache ist,
so haben wir den Fall, in welchekeineUebergangscurve ent-
steht.--Der Fall mit nureiner Uebergangscurve tritt ein, wenn
wir J < 1 nehmen. Wir kénnen darW so wahlen, dass seine
beiden Perioden conjugirt complex werden. Wir schreiben dann
wieder

Uy =U, Vi=-V

und haben eine symmetrische Umformung mit der einen Ueber-
gangscurve/ = (.

Neben die hiermit erlauterte erste Unterscheidung der symme-
trischen Flachen nach déahlder Uebergangscurven stellt sich
aber noch eine zweite. Ich will die Falle vOroder(p+1) Ueber-
gangscurven einen Augenblick ausschliessen. Dann bietet sich
von vorneherein eine doppelte Méglichkdtine Zerschneidung
der Flache langs sammtlicher Uebergangscurven mag namlich
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entweder ein Zerfallen der Flache herbeifiihren, oder niét.
seir die Zahl der Uebergangscurven. Man zeigt dann leicht, dass
p— m ungerade sein muss, wenn ein Zerfallen eintreten soll. Eine
weitere Beschrankung existirt nicht, wie man an Beispielen be-
weist. Wir wollen dementsprechend symmetrische Flaaten
einen und der andern Arnterscheiden und den ersteren (den
zerfallenden) Flachen die Flache rit+ 1) Uebergangscurven,
den letzteren die Flache ohne Uebergangscurve zurechnen.
Diese Satze besitzen eine gewisse Analogie mit den Resul-
taten, welche in der analytischen Geometrie die gestaltliche
Untersuchung der Curven von gegebepeanzielt hat* Und in
der That zeigt sich, dass diese Analogie eine begriindete ist. Die
analytische Geometrie beschaftigt sich bei jenen Untersuchungen
(zun&chst) nur mit solchen Gleichungen

f(w7z) =0,

welche reelle Coefficienten besitzen. Beachten wir zunéachst,
dass jede solche Gleichung Uber ddtbene in der That eine
symmetrische Riemann'sche Flache bestimmt, insofern ja die
Gleichung und also auch die Flache ungeandert bestehen bleibt,
wenn manw und z gleichzeitig durch ihre conjugirten Werthgo7s]
ersetzt--und dass die Uebergangscurven auf dieser Flache den
reellen Werthereihen vorw und z entsprechen, welchég = 0
befriedigen, d. h. genau den verschiedenen Ziigen, welche die
Curve f = 0im Sinne der analytischen Geometrie aufweist.

Aber auch der Rickschluss ist leicht zu machen. Sei eine sym-
metrische Flache und auf ihr eine beliebige complexe Function
des Ortesy + v, gegeben. Bei der symmetrischen Umformung

45 vergl. Harnack: Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven,
in Bd. 10 der Mathematischen Annalen, p. 189 ff.; vergleiche ferner p. 415,
416 daselbst, wo ich die Eintheilung jener Curven in zweierlei Arten gegeben
habe. Vielleicht ist es zweckmassig, bei diesen Untersuchungen die Lehre von
den symmetrischen Flachen und die Riemann'sche Theorie, so wie beide hier
im Texte dargestellt werden, geradezu als Ausgangspunct zu wéahlen.
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erfahrt unsere Flacheine Umlegung der WinkélVenn man also
jedem Puncte der Flache solche Werthe v, beilegt, wie sie,
unter der Benennung v, sein symmetrischer Punct aufweist, so
wird u; — ivy eine neue complexe Function des Ortes sein. Man
bilde nun:

U4V = (u+u)+i(v—uv1),

so hat man einen Ausdruck, der im allgemeinen nicht identisch
verschwindet; es geniigt zu dem Zwecke, die Unendlichkeits-
puncte vonu + iv in unsymmetrischer Weise anzunehmigian

hat also eine complexe Function des Ortes, welche in symme-
trisch gelegenen Puncten gleiche reelle aber entgegengesetzt
gleiche imaginare Werthe aufweisSolcherU + iV mégen nun
irgend zwei:W und Z, die UberdiesgindeutigeFunctionen des
Ortes sein sollen, herausgegriffen werden. Die zwischen diesen
bestehende algebraische Gleichung hat dann die Eigenschatft,
ungeandert zu bleiben, wenn méiund Z gleichzeitig durch

ihre conjugirten Werthe ersetzgie ist also eine Gleichung mit
reellen Coefficienternvomit der geforderte Beweis in der That
erbracht ist.

Ich knuipfe an diese Ueberlegungen noch Bemerkungen ther
die reellen eindeutigen Transformationaeeller Gleichungen
f(w, z) = 0insich, oder, was dasselbe ist, (iber solche conforme
Abbildungen erster Art symmetrischer Flachen auf sich selbst,
bei denen symmetrische Puncte wieder in symmetrische Puncte
Ubergehen. In unendlicher Zahl kénnen solche Transformationen
nach dem allgemeinen Satze des §. 19 nupfér O undp = 1
auftreten; wir beschrénken uns also auf diese Falle. Nehmen wir
zuvorderstp = 1. Dann sehen wir sofort, dass unter den friher
aufgestellten Transformationen nur noch diejenigen

Wy =2W+C
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in Betracht kommenpei denen C eine reelle Constante be-
deutet. Analog in dem ersten Fallp = 0. Die Beziehung
r1 = x,y1 = —y bleibt ungedndert, wenn man+ iy = z und
x1 + iy1 = z1 gleichzeitig derselben linearen Transformation:

, az+pf

== vz 40
unterwirft, wo die Verhaltnissgrossem: 5 : v : d reell sind In
dem zweiten Falle = 0 ist die Sache etwas complicirtekuch
bei ihm sind lineare Transformationen mit drei reellen Parame-
tern moglich.Dieselben nehmen aber flr das oben eingefihrte
die folgende Gestalt an:

,  (a+ib)z + (c+id)
- —(c—id)z + (a —1ib)’
woa : b : c: ddie drei reellen Parameter vorstellen. Dieses Re-
sultat ist implicite in den Untersuchungen enthalten, die sich auf
die analytische Reprasentation der Drehungencderiy-Kugel
um ihren Mittelpunct beziehéfs.

§ 22. Conforme Abbildung verschiedener
Flachen auf einander.

Wenn es sich jetzt darum handelt, verschiedene geschlossene
Flachen auf einander abzubilden, so liefern die vorausgeschick-
ten Untersuchungen tber die conforme Abbildung geschlossener
Flachen auf sich selbst die ndthigen Nebenbestimmungen, wel-
che angeben, wie oft sich eine solche Abbildung gestaltet, sofern
eine solche Uberhaupt mdglich ist. Flachen, welche sich conform

46 Siehe zumal: Cayley, on the correspondence between homographies and
rotations, Mathematische Annalen, Bd. 15, p. 238-240.
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aufeinander abbilden lassen, besitzen jedenfalls (wie schon her-
vorgehoben) tbereinstimmende Transformationen in sich selbst.
Man erhélt also alle Abbildungen der einen Flache auf die zweite,
wenn man eine beliebige Abbildung mit allen solchen verbindet,
welcheeine der beiden Flachen in sich selbst Gberfihren. Ich
werde hierauf nicht weiter zurickkommen.

Betrachten wir nun zuvdrderst allgemeine, d. h. nicht symme-
trische Flachen. Dann treten die Abzahlungen des 8. 19 betreffs
der Moduln algebraischer Gleichungen unmittelbar in Geltung.
Wir haben zunéchst:

Flachenp = 0 lassen sich immer conform auf einander ab-
bilden; und finden Ubrigens, dass die Flachee- 1 einen die
Flachenp > 1 (3p — 3) bei conformer Abbildung unzerstorbare
Moduln besitzen. Jeder solche Modul ist im Allgemeinen eine
complexeConstante. Dem Umstande entsprechend, dass bei
symmetrischen Flachen reelle Parameter in Betracht gezogen
werden mussen, wollen wir ihn in seinen reellen und seinen
imaginaren Bestandtheil zerlegt denken. Dann haben wir:

Sollen zwei Flachemp > 0 auf einander abbildbar sein, so
sind im Fallep = 1 zwei, im Fallep > 1 (6p — 6) Gleichungen
zwischen den reellen Constanten der Flachen zu erfiillen.

Indem wir uns jetzt zu desymmetrischerlachen wenden,
haben wir noch eine kleine Zwischenbetrachtung zu machen.
Zunachst ist ersichtlich, dass zwei solche Flachen nur dann
"symmetrisch" auf einander bezogen werden kénnen, wenn sie
neben dem gleichep dieselbe Zahlr der Uebergangscurven
darbieten und Uberdiess beide entweder der ersten oder der zwei-
ten Art angehoéren. Im Uebrigen wiederhole man speciell fir die
symmetrischen Flachen die Abzahlungen des 8. 13 betreffs der
Zahl der in eindeutigen Functionen enthaltenen Constanten unter
der Bedingung, dass nur solche Functionen in Betracht gezogen
werden, welche an symmetrischen Stellen conjugirt imaginare
Werthe aufweisen. Hiermit combinire man sodann nach dem
Muster des §. 19 die Zahl solcher Uber @&Ebene construir-
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barer mehrbléattriger Flachen, welche in Bezug auf die Axe der
reellen Zahlen symmetrisch sind. Ich will dabei, um das Auf-
treten unendlich vieler Transformationen in sich zu vermeiden,
zuvorderst annehmen, dags> 1 sei. Die Sache ist dann so
einfach, dass ich sie nicht speciell durchzufihren brauche. Der
Unterschied ist nur, dass die in Betracht kommenden, friher
unbeschrankten Constanten nunmehr gezwungen sind, entweder
einzeln reelloderpaarweise conjugirt compleau sein. In Folge
dessen reduciren sich alle Willktrlichkeiten auf die Halfte. Wir
mdogen folgendermassen sagen: [078]

Zur Abbildbarkeit zweier symmetrischer Flachen> 1 auf
einander ist neben der Uebereinstimmung in den Attributen
das Bestehen vo(8p — 3) Gleichungen zwischen den reellen
Constanten der Flache erforderlich.

Die Fallep = 0 undp = 1, welche hierbei ausgeschlossen
wurden, sind implicite bereits im vorigen Paragraphen erledigt.
Selbstverstandlich missen zwei symmetrische Flaghent,
die sich auf einander sollen abbilden lassen, die gleiche Invarian-
teJ besitzen, wasineBedingung fur die Constanten der Flachen
abgibt, insofern] jedenfalls reell ist. Im Uebrigen aber findet
man sofort, dass die Abbildung sich allemal ermdglicht, sobald
die symmetrischen Flachen, wie dies selbstverstandlich verlangt
werden mussin der Zahl der Uebergangscurvdibereinstim-
men.

8. 23. Berandete Flachen und
Doppelflachen.

Auf Grund der nunmehr gewonnenen Resultate kdnnen wir den
bisherigen Untersuchungen uber die Abbilduyeschlossener
Flachen eine scheinbar bedeutende Verallgemeinerung zu Theil
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werden lassen, und habe ich eben desshalb die symmetrischen
Flachen so ausfihrlich betrachtet. Wir kdnnen jetzt nantieh
randeteFlachen undoppelflachenn Betracht ziehen (mdgen
nun letztere berandet sein, oder nicht) und mit einem Schlage
die auf sie bezlglichen Fragen erledigen. Hierzu gehort, was
die Einfihrung der Randcurven angeht, dass wir uns von einer
gewissen Beschrankung befreien, welche wir bisher, allerdings
nur implicite, vorausgesetzt haben. Wir dachten uns die Flachen,
auf denen wir operirten, bislang durchweg als stetig gekrimmt,
oder doch nur in einzelnen Puncten (den Verzweigungspunc-
ten) mit Unstetigkeiten behaftet. Aber nichts hindert uns, jetzt
hinterher auch andere Unstetigkeiten zuzulassen. Wir werden
uns z. B. vorstellen dirfen, dass unsere Flache aus einer endli-
chen Anzahl verschiedener (im Allgemeinen selbst gekrimmter)
Stuicke, welche unter endlichen Winkeln zusammenstossen, po-
lyederartig zusammengesetzt sei. Koénnen wir uns doch auf
einer solchen Flache ebensogut elektrische Strome verlaufend
denken, wie auf einer stetig gekrimmten! Unter diese Flachen
nun lassen sich die berandeten Flachen subsurfigian fasse
namlich die beiden Seiten der berandeten Flache als Polyeder-
flachen auf, welche langs der Randcurve (also durchweg unter
einem Winkel von 360 Grad) zusammenstossen und behandele
nunmehr statt der urspriinglichen berandeten Flache die aus
beiden Seiten zusammengesetzte Gesammtfiéicbéese Ge-
sammtflache ist dann in der That eine geschlossene Flache. Sie
ist aber Uberdiess eimymmetrischd-lache. Denn wenn man

47 Ich verdanke diese Auffassung einer gelegentlichen Unterredung mit Hrn.
Schwarz (Ostern 1881). Man vergl. p. 320 ff. der bereits genannten Arbeit von
Schottky im 83. Bande von Borchardt's Journal, sowie die Originaluntersu-
chungen von Schwarz uber die Abbildung geschlossener Polyederflachen auf
die Kugel (Berliner Monatsberichte 1865 p. 150 ff., Borchardt's Journal Bd.
70, p. 121--136, Bd. 75, p. 330.)

“8Ich driicke mich im Texte der Kiirze halber so aus, als wenn die ur-
spriingliche Flache eine zweiseitige Flache gewesen ware, wahrend doch nicht
ausgeschlossen sein soll, dass sie eine Doppelflache ist.
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die Ubereinanderliegenden Puncte der beiden Flachenseiten ver-
tauscht, so erfahrt die Gesammtflache eine conforme Abbildung
auf sich selbst mit Umlegung der Winkel. Die Randcurven
sind dabei die Uebergangscurv&ugleich aber gewinnt unsere
Eintheilung der symmetrischen Flachen in zweierlei Arten eine
wichtige und durchschlagende Bedeutungie gewdhnlichen
berandeten Flachen, bei denen man zwei Flachenseiten unter-
scheiden kann, entsprechen offenbar der ersten Art. Der zweiten
Art aber correspondiren dieoppelflachenbei denen man von
einer Flachenseite durch continuirliches Fortschreiten Uber die
Flache hin zur anderen gelangen kann. Auch der Fall ist nicht
auszuschliessen (wie bereits angedeutet), dass die Doppelflache
Uberhaupt keine Randcurve besitzen maty. haben dann eine
symmetrische Flache ohne Uebergangscurve vor uns.

Ich betrachte nunmehr der Reihe nach die verschiedenen aus-
einanderzuhaltenden Falle.

1) Sei zuvorderst eine einfach berandete, einfach zusammen-
hangende Flache gegeberEine solche Flache erscheint fur
uns als eine geschlossene Flaphe 0, welche unter Auftreten
einer Uebergangscurve symmetrisch auf sich selbst bezogen ist.
Wir finden also,dass zwei solche Flachen sich allemal durch
Abbildung der einen oder der anderen Art conform auf einandeso]
beziehen lassen, und dass man dabei in jedem der beiden Falle
noch drei reelle Constanten zur willkirlichen Verfigung hat.
Wir kénnen die letzteren insbesondere dazu benutzen, um einen
beliebigen inneren Punct der einen Flache einem entsprechend
gelegenen Puncte der anderen Flache zuzuweisen und Uberdiess
einen beliebigen Randpunct der einen Flache einem beliebigen
Randpuncte der anderen. Diese Bestimmungsweise entspricht
dem bekannten Satze, den Riemann betreffs der conformen Ab-
bildung einer einfach berandeten, einfach zusammenhangenden,
ebenenFlache auf die Flache eines Kreises gegeben und in
Nro. 21 seiner Dissertation als Beispiel fur die Anwendung sei-
ner Theorie auf Probleme der conformen Abbildung ausfuhrlich
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erlautert hat.

2) Wir betrachten ferner Doppelflachen= 0 (ohne Rand-
curven). Aus 88. 21, 22 folgt sofort, dass zwei solche Flachen
allemal conform auf einander bezogen werden kénnen, und man
dabei, den Schlussformeln des §. 21 entsprechend, noch drei
reelle Constanten zu beliebiger Verfigung hat.

3) Die verschiedenen hier in Betracht kommenden Falle,
welche eine Gesammitflaclpe= 1 ergeben, betrachten wir ge-
meinsam.Es gehéren dahin zunachst dieeifach berandeten,
zweifach zusammenhangendedchen, also Flachen, die wir
uns im einfachsten Falle als geschloss&inder vorstellen
durfen. Es gehoren dahin ferndie bekannten Doppelflachen
mit nur einer Randcuryedie man erhalt, wenn man die beiden
schmalen Seiten eines rechteckigen Papierstreifens zusammen-
biegt, nachdem man den Streifen um 180 Grad tordirt hat. Es
gehoren endlich dahigewisse unberandete Doppelflachitan
kann sich von denselben ein Bild machen, indem man etwa
ein Stuck eines Kautschukschlauches umstilpt und nun so sich
selbst durchdringen lasst, dass bei Zusammenbiegung der Enden
die Aussenseite mit der Innenseite zusammenkommt. Beziiglich
aller dieser Flachen besagen die frilheren Satze, dass die Abbild-
barkeit der einzelnen Flache auf eine zweite derselben Art das
Bestehereiner aber nur einer Gleichung zwischen den reellen
Constanten der Flachen voraussetzt, dass aber die Abbildung,
wenn Uberhaupt, in unendlich vielen Weisen geschehen kann,
indem man ein doppeltes Vorzeichen und eine reelle Constante
zu beliebiger Verfligung hat.

4) Wir nehmen nunmehr den allgemeinen Fall einer zwei-
seitigen Flache. Die Flache sollr Randkurven besitzen und
Uberdiesg’ nicht zerstiickende Riickkehrschnitte zulassen, wo-
bei entwedep’ > 0 sein muss oder > 2. Dann wird die aus
Vorder- und Ruckseite gebildete Gesammtflaédpe+ = — 1
nicht zerstiickende Riickkehrschnitte zulassen. Denn man kann
erstens di@’ nach Voraussetzung auf der einfachen Flachenseite
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mdglichen Rickkehrschnitte jetzt doppelt benutzen (sowohl auf
der Vorderseite, als der Riickseite), man kann ferner noch langs
(m — 1) der vorhandenen Randcurven Schnitte anbringen, ohne
dass die Gesammtflache aufhorte, ein einziges zusammenhan-
gendes Flachenstiick zu bilden. Wir werden also in den Séatzen
des vorigen Paragraphen= 2p’ + 7 — 1 setzen und haben:

Zwei Flachen der betrachteten Art lassen sich, wenn Uber-
haupt, nur auf eine endliche Anzahl von Weisen auf einander
abbilden. Die Abbildbarkeit hangt valp’ + 37 — 6 Gleichungen
zwischen den reellen Constanten der Flachen ab.

5) Wir haben endlich den allgemeinen Fall der Doppelflache
mit 7 Randcurven un@ auf der doppelt gedachten Flache neben
den Randcurven mdoglichen Rickkehrschnitten. Indem wir die
drei unter 2) und 3) betrachteten Mdglichkeitdh £ 0, 7 = 0
oderl, und P = 1, 7 = 0) bei Seite lassen, erhalten wir den-
selben Satz, wie unter 4), nur dass Uberall Attt = — 1 die
SummeP + 7 zu schreiben ist, w® nach Belieben eine gerade
oder ungerade Zahl sein kantnsbesondere betragt die Zahl
der reellen Constanten einer Doppelflache, die bei beliebiger
conformer Abbildung ungeandert bleib&%; + 37 — 3.--

Unter die hiermit gewonnenen Resultate subsumiren sich
die allgemeinen Theoreme und Entwickelungen, welche Herr
Schottky in seiner wiederholt citirten Abhandlung gegeben
hat, als specielle Félle.

8. 24. Schlussbemerkung.

Die Entwickelungen des nunmehr zu Ende geflhrten letzten
Abschnitt's dieser Schrift sollten, wie wiederholt gesagt, den An-
deutungen entsprechen, mit denen Riemann seine Dissertation
abschloss. Allerdings haben wir uns agihdeutigeBezie- [082]
hung zweier Flachen durch conforme Abbildung beschrankt.



122  Ueber Riemann's Theorie der Algebraischen Functionen

Riemann hat, wie er ausspricht, ebensowohl an mehrdeutige
Beziehung gedacht. Man wirde sich dementsprechend jede der
beiden in Vergleich kommenden Flachen mit mehreren Blat-
tern Uberdeckt vorstellen missen und erst die so entstehenden
mehrblattrigen Flachen conform eindeutig zu beziehen haben.
Die Verzweigungspuncte, welche diese mehrblattrigen Flachen
besitzen mdgen, wirden ebensoviele neue, zur Disposition ste-
hende complexe Constante abgeben.--Hierzu ist zu bemerken,
dass wir wenigstenginenFall einer solchen Beziehung bereits
ausfuhrlich in Betracht gezogen haben. Indem wir eine beliebige
Flache mehrblattrig Uber die Ebene ausbreiteten (8. 15), haben
wir zwischen Flache und Ebene eine Beziehung hergestellt, die
von der einen Seite mehrdeutig ist. Es ist dann weiter hervor-
zuheben, dass eben dieser specielle Fall auch zwei beliebige
Flachen mehrdeutig auf einander beziehen lasst. Denn sind erst
die beiden Flachen auf die Ebene abgebildet, so sind sie, durch
Vermittelung der Ebene, auch auf einander bezogen.--Mit diesen
Bemerkungen ist die Frage nach der mehrdeutigen Abbildung
naturlich keineswegs erschopft. Aber es ist doch eine Grundlage
zu ihrer Behandlung gewonnen, indem gezeigt ist, wie sie sich
in die Gbrigen functionentheoretischen Speculationen Riemann's,
von denen wir hier Rechenschaft zu geben hatten, einfugt.
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